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Ejercicios
\. 5. Escribe el valor exacto de cada una de las seis funciones 6. Escribe el valor exacto de cada una de las seis funciones tri
trigonométricas de 45°, gonométricas de 30° y 60°.

En los problemas 7-16, {(6) =sen 8 y g(6) = cos 6. Determina el valor exacto de cada expresién si 8 = 60°. No uses una calculadora.

0 6 =
7. f(6) 8. g(9) \o. f (5) 10. 8(5) 1L [f(8))
6 8
12. [g(8)]? 13. 21(8) 14. 2g(6) 15. %-) 16. %
En los problemas 17-28, determina el valor exacto de cada expresién. No uses una calculadora.
N\ 17. 4 cos 45° — 2 sen 45° 18. 2sen 45°+ 4 cos 30° \19. 6 tan 45° - 8 cos 60°
20. sen 30° tan 60° 21. sec— + 2 csc 22. tan = + cot—
4 3 4 4
m
23, seczg -4 4.4 + tanzg 25. sen® 30° + cos? 60°

26. sec’ 60° — tan® 45° 27. 1 — cos® 30° — cos® 60° 28. 1 + tan?30° — csc 45°



Cuadrante de @ send, csc cos @, sec O tan 6, cot 6
I Positivo Pasitivo Positivo
I Positivo Negativo Negativo
n Negativo Negativo Positivo
v Negativo Positivo Negativo
y T 4 -
seno
(=, +) I{+, +) .l _ X Ccosecante
sent>0,¢csch>0 Todas positivas
las demds negativas
Vi
- +
_ COSeno
X 5 ¥ X secante
(-, =) IV (+,-)
tan8>0,cote>0 | cose>0 secn>0 y
las demas negativas| las demas negativas - +
tangente
X colangente
+ -
(a) (b)

FUNCINES TRIGONOMETRICAS

Como gueremos representar funciones trigonométricas en ¢l plano vy, usaremos los
simbolos tradicionales de x para la variable independiente (o argumento) y y para
la variable dependicente (o valor en x) para cada funcion. Asi que escribimos las scis
funciones trigonométricas como

y = f(x)
v = f(x)

sen .x y= f(x) =cosx v = f(x) =tanx
CSC X y = f(x) =secx y = f(x) =cotx

AC Aqui la variable independiente x representa un dngulo, medido en radianes. En
~ cidlculo, x generalmente se toma como un nimero real. Como dijimos anterior-
mente, estas son formas equivalentes de ver a x.



Definicion:

Una funcién f es periédica si existe un nimero positivo p tal que, cuando 6 esté
en el dominio de f, 8 + p también lo estardn y

J(8 + p) = f(6)

Si existe un nimero mds pequeiio p, a este valor mas pequeio se le llama pe-
riodo (fundamental) de f.

Propiedades periddicas

sen(f + 27) = sen@®  cos(6 + 27) = cos 6 tan(@ + ) = tan @

csc(@ + 2m) = csc®  sec(f + 2w) = sech cot(f + m) = cot §

Teorema:

Propiedades pares-impares

sen(—60) = —sen# cos(—60) = cosf  tan(—-#) = —tan ¥
csc(—6) = —csc  scc(—6) =secd  cot(—6) = —col

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

La gréfica de la funcidon seno y=sen x

Como la funcidn seno tiene periodo 2, solo tenemos que hacer la grifica de y =senx
en el intervalo [0, 27). El resto de la grifica consistird en repeticiones de esta porcidn

de la figura.

y =senx,0 = x =27
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Propiedades de la funcidén seno y=sen x

1. El dominio es el conjunto de todos los nlimeros reales.
2. Elrango consiste en todos los nimeros reales de —1 a 1, incluidos.

3. Lafuncién seno es una funcién impar, como indica la simetria con respecto
al origen de la grafica.

4. La funcién seno es peri6dica, con periodo 27r.

5. Las intersecciones en x son ..., =2, -7, 0, w, 27, 37, ...; la interseccién en
yesO.

_31r ™ 57 9
BN Sy
am 37 Im 1=

1_5!2!2’ 2 - Bt

6. El valor mdximoes1ysedaen x = ,.--, el valor

minimoes—1ysedaenx = ...



Gréfica de las funciones de la forma y=A sen(wx)
usando transformaciones

Ejemplos:
y = 3senx y =—sen(2x)
y ™
3_ (21 3) ‘yl
i m™ 3
—"',1 '—',1
\ 1 | GE1)
1 1 1
T | R 2 ] 1 ] .
Fi5 NG /: =P
K it . 3
e ——— -3 (7.9 -1
Multiplica por 3, s _1)
estiramiento vertical '
por un factor de 3 (b) y=3senx

Grafica de la funcion coseno

Como la funcién coseno tiene periodo 27r. Procederemos de la misma forma que
como lo hicimos con la funcién seno, construyendo la tabla 8, la cual, da una lista de
algunos puntos en la gréafica de y = cos x, 0 =< x < 27r. Como muestra la tabla, la grafica

. T
de y = cos x, 0 <x <2 comienza en el punto (0, 1). Conforme x crecede 0a—a m, el
L

valor de y decrece de 1 a 0 a —1; conforme x crece de 7 a 3777 a 2, el valor de y crece

de—1a0a 1. Como anteriormente, trazamos los puntos de la tabla 8 para obtener un
periodo o ciclo de la gréafica. Ver figura 81.

Figura 81
y=cosx,0=x=27




1)

Propledades de la funcién coseno

1.
2.

El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales.
El rango consiste en todos los niimeros reales de =1 a 1, incluidos.
La funcion cosceno es una funcion par, como indica la simetria con respecto

3.
al cje y de la grafica.
4. La funci6n coseno es periddica, con periodo 2.
. . 3 7 7w 3w Sw ‘ )
5. Las interseccionesenxson...,——,——,—,—,—,..., la interseccion
2 s o Ay S |
enyesl.
6. Elvalormaximoes1ysedaenx=...,-27,0,2m, 47, 67, ...; ¢l valor mini-
moes—lysedaenx=...,~-m, m, 3m, 57, ....
Grafica de funciones de la forma y = A cos(wx)
usando transformaciones
Ejemplo:
¥ =208 X y =2co0s(3x)
Y (2m,2) é (&.2)
o p TR T RN \/ RN
F, | _2 -
[~ —2) (m, =2) -3 -2 Z.-2)




En general, los valores de las funciones y=A sen x y y = A cos x, donde A # 0,
siempre satisfacen las desigualdades

-|A| = Asenx = |A| y —|A| = Acosx = |A]

respectivamente. El nimero |4| se llama la amplitud de y = sen x 0 y = cos x. Ver
figura 86.

Figura 86

A
;AR 3w
Gl 3 TN EX
y=Asenx, A>0
Periodo = 21T

TEOREMA Si w >0, la amplitud y periodo de y=A sen(wx) y y = Acos(wx) estdn dadas por

2
Amplitud = |A] Periodo=T = :w 1)

[ EJEMPLO 4 Determinar la amplitud y el periodo de una funcién sinusoidal
Determina la amplitud y el periodo de y =3 sen(4x).

Solucion Sicomparamos y =3 sen(4x) con y = A sen(wx), determinamos que A =3y w=4.De
la ecuacién (1),

; iodo=T =T _2m_m
Amplitud = |A| =3 Periodo=T = ~— = s 2

w

RESUMEN  Pasos para construir una gréfica de una funcién sinusoidal de la forma y = A sen{cwx) 0
y = A cos(cwx) usando puntos clave

Paso1: Determina la amplitud y el periodo de la funci6n sinusoidal.

2w
0, ?] en cuatro subintervalos de 1a misma longitud.

Paso 2: Divide el intervalo

Paso 3: Usa los puntos terminales de estos subintervalos para obtener cinco puntos clave en la gréfica.
Paso 4: Traza los cinco puntos y dibuja una curva sinusoidal para obtener la grafica de un ciclo. Extiende

la curva en cada direccién para que esté completa.




Solucién  Como la funcién seno es impar, podemos usar la forma equivalente:

y=-2 sen(%x)

Paso 1: Si comparamos y = —2 sen(%x) con y = A sen(wx), encontramos
que A=-2yw= g— La amplitud es |A| =|-2| =2 y el periodo es
T -_ 2_77. — gi = 4.
© 7
2

La graficade y = -2 sen(g—x) estard entre —2 y 2 en el eje y. Un ciclo

empezard en x =0 y terminard en x = 4.
Paso 2: Divide el intervalo [0, 4] en cuatro subintervalos, cada uno de longitud
4+ 4 =1. Las coordenadas x de los cinco puntos clave son

0 0+1=1 1+1=2 2+1=3 3+1=4

1a coordenada x 2acoordenadax 3a coordenadax 4a coordenada x Ba coordenada x

m

Paso3: Comoy = -2 sen(;x ) multiplica las coordenadas y de los cinco puntos

clave, en la figura 89(a), por A =—2. Los cinco puntos clave en la gréfica son

(0, 0) (1,-2) (2,0) (3,2) (4,0

Paso 4: Traza estos cinco puntos y llena la grifica de la funcién seno como se
muestra en la figura 91(a). Si extendemos la curva en cada direccién obte-
nemos la figura 91(b).

-1,2) 3,2
( )2 (3,2)

: (1. =2 (5, —2)

(b) y=2sen (—% X)



EJERCCICIOS

. 61. ;Cudl es el dominio de la funcién seno? 62. ;Cuadl es el dominio de la funcién coseno?
63. ;Para qué nimeros 8, no esté definida f(8) =tan 8? 64. ;Para qué niimeros 6, no estd definida f(6) = cot 8?7
. 65, ;Para qué nimeros 6, no estd definida f(#) =sec 67 66. ;Para qué nimeros 6, no estd definida f(6) = csc 67
67. ;Cuil es el rango de la funcidén seno? 68. ;Cudl es el rango de la funcién coseno?
69. ;Cuil es el rango de la funcidn tangente? 70. ;Cuél es el rango de la funcién cotangente?
71. ;Cuil es el rango de la funcidn secante? 72. ;Cuaél es el rango de la funcién cosecante?
. 73. La funcién seno, jes par, impar o ninguna de las dos? ;Su 74. La funcién coseno, es par, impar o ninguna de las dos?
(eSp P g _ ; P g
grafica es simétrica? ;Con respecto a qué? ¢ Su grifica es simétrica? ;Con respecto a qué?
PAG 572
10. g(x)=cosx
(a) ¢Cudlcs la interseccion en y de la gréfica de g? (¢) ;Para qué nameros x, =27 < x < 2m, cs glx) = 17
(b) ¢Para qué numcros x, =7 = x = m, €8 decreciente la JPDonde ¢s glx) =-17
gréfica de g? ) 3
(c) ;Cudl cs ¢l minimo absoluto de g? (f) (Paraquéndmerosx, -2 < x = 27, es g(x) = 5 "

(d) ¢Para qué nimeros x, 0S x < 2m, e 8(x)=0? (g) ¢(Cudles son las intersecciones en x de g?

En los problemas 11-20, determina la amplitud y el periodo de cada funcién sin hacer su grifica.

11. y = 2senx 12. y = 3cos x 13. y = -4 cos(2x) 14, y = —scn(%x)
\ - AR s 1 ! 3 4 2
15. y = 6sen(mx) 16. y = =3 cos(3x) 17. y = ~5c08| 5% 18. y = 3%en( 3%
5 2m 9 K
19. y =~ = == =
y 3sen( 3 x) 20. y 5cos( > x)

En los problemas 21-30, asocia la funcién dada con una de las grdficas en los incisos (A)-(J).

y y y
2

2 ol

(A) (8) (C)

D) (E) )



D) (E) (F)
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T ™ 1
y 2. y = 25en(5x) 22, y = ZCOS(Ex) 2. y= 2cos(-2-x)
3
iy ! /\ 24. y = 3 cos(2x) 25. y = ~3sen(2x) % y= Zsen(%.r>
_{T ‘IIT iillf SITT X
i [ q q 1 3
E 27. y= -2 cos(ix> 28. y=-2 cos(;.r) 29. y = 3sen(2x)
-3
30. y = -2 sen(l r)
W) o Y 2"

Enlos problemas 35-5& traza la grafica de cada funcion. Asegiirate de marcar los puntos clave y mostrar por lo menos dos ciclos. Usa
la grafica para determinar el dominio v el rango de cada funcion.

A v =demx 3. v =3senx L) y=—dsenx 3. y=-3cosx
39, v = cos(4dx) 40. v = sen(v) \ 41, ¥y = sen(—2x) 42, y = cos(—2x)
1 1
Qoy= an(;.r) oy = Zcus(%.r) N\ By = —Ecos(Z.t) 46. y = -4 scn(%.t)
47. y =2senx + 3 . y=3cosx +2 49. y = Scos(mwx) — 3 50.y=4scn(§.r)—2
T £

Sy = —bscn(T .t) + 4 §2.y=-3 cos{\: .t) +2 §3. y =5 — 3sen(2x) 54, y = 2 — 4 cos(3x)

S 2w 9 37 3 T 1 1 T 3
g p= - S -— o= — _— = —— — — 5 = - — -— —_
S5y 3Sv.n( 3 x) 56. ¥ 5c:os( > .\') 5.y 2cos(4 I) : 5 58. v 2scn(s r) + 3
En los problemas 59-62, escribe la ecuacion de una funcion seno que tenga las caracteristicas que se dan.

Amplitud: 3 60. Amplitud: 2 61. Amplitud: 3 62. Amplitud: 4

Penodo: o Periodo: 47 Periodo: 2 Periodo: 1



La grafica de la funcion tangente

Como la funcién tangente tiene periodo , solo necesitamos determinar la gréfica
sobre un intervalo de longitud . El resto de la grafica consistird en repeticiones de

- : 37 @ w7 3w
esa curva. Como la funcién tangente no estd definida en T S e

. w T . .
nos enfocaremos en el intervalo (—5 E) de longitud . para construir la tabla 9.

a a ™ [
la cual, enlista algunos puntos en la gréfica de y = tanv, — 5 <x< £ Trazamos los

puntos de la tabla y los conectamos con una curva suave. Observa la figura 95 para

T w
una grafica parcial de y = tanx, donde -3 =x= 3

Para completar un periodo de la grifica de v =tanx, debemos investigar el com-

! . T T oo
portamiento de la funcién conforme x se acerca a — =Ry s Sin embargo. debemos

tener cuidado porque y = tanx no estd definida en estos nimeros. Para determinar
este comportamiento, usaremos la identidad

sen x
tan x =
COos X
Figura 95
m ™
y=tanx,—-— s x = —
3 3




y = tanx, —00 < x < 00, x diferente de

m
los multiplos impares de 2 -0 <y <00
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Propiedades de la funcion tangente

El dominio ¢s ¢l conjunto de todos los ndmeros reales, excepto los malti-
: ™
plos impares de —.
2
El rango es ¢l conjunto de todos los ndmeros reales.

La funcién tangente es una funcion impar, como indica la simetria con res-
pecto al origen de la grafica.

La funcién tangente ¢s periGdica, con periodo 7.
Las intersecciones en x son..., =2, —mw, 0, 7, 2w, 37, ...: lainterseccion ¢n
yes 0.
. ) 37 7w 7w 3
Las asintotas verticales sedanen x = ..., - —2— B E —2—- ]



[ EJEMPLO 1 Grifica de funciones de la forma y = A tan(wx) + B

Traza la gréfica de: y =2 tan x — 1. Usa la gréfica para determinar el dominio y el
rangode y=2tanx - |.

Solucion Lafigura muestra los pasos usando transformaciones.

:—z :E :E

¥ | Y | [ | \ i

/E ok /i | Lok (n' 2 : ; 2_1 : :

| : | I 1 | ! | 4= |

Do J L T e

1(0,0) i(m, 0,/ | 1(0,0) w0/ i /’ R

| 1 ] | 1 1 |

. T o [ e R bt LI -0 g )

) : ! s T ! - : :
1 —

o ! : (-T2 ! ik : :

| ' 5 . . ! %3¢ !

(a) y=tan x (b) y=21tan x (c)y=2tanx -1

La grafica de la funcion cotangente

Obtendremos la gréfica de y = cot x como obtuvimos la de y = tan x. El periodo de
y=cotxes . Como la funcién cotangente no esta definida para miiltiplos enteros de r,
nos enfocaremos en el intervalo (0, 7). La tabla 11 enlista algunos puntos en la grifica
de y=cot x,0<x <. Conforme x se acerca a 0, pero sigue siendo mayor que 0, el valor
de cos x se acercara a 1 y el valor de sen x sera positivo y cercano a 0. Por lo tanto, la

COS X . )
razon —— = cot x serd positiva y grade; asi que conforme x se acerque a 0, con x >0,
cotxse acercaaoo(lim cot x = o0). De manera similar, conforme x se acerca a 7, pero

x—0"'
sigue siendo menor que 7, el valor de cosx estard cerca de —1 y el valor de senx serd

N . COosX ) , ]
positivo y cercano a 0. Por lo tanto, la razén semy  Cotx serd negativa y se acercard
x
a —oo conforme x se acerca a 7( lim _cot x = —00), La figura 99 muestra la gréfica.
- X=—qr
X=-2T X=-1 x=0 X=1 X=27
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Las graficas de las funciones secante y cosecante

Las funciones sccante y cosccante, a las que algunas veces se refieren como funciones
reciprocas, sc representan graficamente haciendo uso de las identidades reciprocas

1 !
CSCX = —— y SCCX =
senx cos X

]
>
I
rno
|

Y x

2T
y = C0S X




Ahora estudiaremos la gréfica de

y = A sen(wx — ¢)

y=4A sen[w(x -~ %)

Para las gréficas de y = A sen(wx — @) o y = Acos{wx — ¢), w >0,

que se puede escribir como

Amplitud = |A| Periodo= T = 2_7".

- b
Corrimiento de fase = —
w

]

El corrimiento de fase es a la izquierda si ¢ <0y a la derecha si ¢ > 0.

e
A g \_j X
i 1P 4 2w
'f 7 > | w
Corrimiento :

|
de fase,___periodo sl

| EJEMPLO 1

Determinar la amplitud, el periodo y el corrimiento
de fase de una funcién sinusoidal y trazar su grafica

Determina la amplitud, el periodo y el corrimiento de fase de y =3 sen(2x — ) y traza
la grafica de la funcién.

Solucién Usaremos los mismos cuatro pasos que usamos para trazar la grafica de funciones
sinusoidales de la forma y = A sen{wx) 0 y = A cos(wx) que se dieron

PAso 1: Si comparamos
-y L8
2 - —
% 2)l

y =3sen(2x — ) = 3sen




encontramos que A =3, w =2y ¢ = . La gréfica es una curva sinusoidal

2 2
con amplitud |A| =3, periodo T = f = 777 = 7 y corrimiento de fase
@ T
w2

Paso 2: La grifica de y = 3 sen(2x — =) estaré entre =3 y 3 en el eje y. Un ciclo

. T = ¢ 2m
empezaraen x = é = —yterminaraenx = — + —
w 2 w W

-T2
2 27

Para determinar los cinco puntos clave, divide el intervalo {E, 2’1] en

o
cuatro subintervalos, cada uno de longitud 7 + 4 = e encontrando los

siguientes valores de x:

T w T 3 3w 7 T S S5
- - = — _ — =1 m+— = — e

+
ARl R ey s A A5 W e e e S g )

la coordenada x 2acoordenadax  Bacoordenadax 4a coordenada x 5a coordenada x

m_3m

Paso 3: Usa estos valores de x para determinar los cinco puntos clave en la grafica:

(5s) () w0 (55) (39)

Paso 4: Traza estos cinco puntos

(ZFE3)
(ko (p. 0) (2p.0) (fg—'. 0)
510 m 9T X

(% -3) & -9



EJERCICIOS PAG. 598

En los problemas 47-62, traza la grdfica de cada funcién. Cada grdfica debe contener por lo menos dos periodos. Usala para determi-
nar el dominio y el rango de cada funcién.

47. y = 2sen(4x) 48. y = =3 cos(2x) 49. y = -2 cos(x + g) 50. y = 3sen{x — m)
( T
51 y = tan(x + m) 52. y= ~tan{ x - 5) 53, y = =2 tan(3x) 54. y = 4tan(2x)
/ > T
55.y= Gofy * % Z) 56. y = —4 cot(2x) 57. y = 4sec(2x) 58. y = csc{x + 7
§9. y =4sen(2x + 4) - 2 60. y = 3 cos(4x + 2) 61. y =4 tan(% + %) 62.y=5 cot(;i = %)

En los problemas 63-66, determina la amplitud y el periodo de cada funcion sin trazar sus grdficas.

2

63. y = dcos x 64. y = sen(2x) 65. y = -8 sen(z.t) 66. y = —2cos(3mx)

En los problemas 67-74, determina la amplitud, el periodo y el corrimiento de fase de cada funcion. Traza la grdfica de cada funcion.
Muestra al menos dos periodos.

1 1
67. y = 4sen(3x) 68. y =2 cos(gx) 69. y = 2sen(2x — m) 70. y = —cos(i_r + g)
1 3 3 2 T 4
== = e Ly == + Boy=-= -6 =~ —x - =
.y 2sen( S w) 2. y = cos(6x + 3m) y = =3 cos(mx - 6) .y 'IScn( 3t 3)

Nota: Para cada funcidn escribir, de existir, una ecuacion que defina las asintotas.



