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]S\ |Je MY Una forma indeterminada

El limite ll'rr& |x|/x tiene la forma indeterminada 0/0, pero, a diferencia de (7), (9) y (10), este

limite no existe. Para ver por qué, analizaremos la grdfica de la funcién f(x) = |x|/x. Para

> . .
v oo x#0, x| = Y x>0 y asi reconocemos a f como la funcién definida por partes
y=x -x, x<0
1 F
_ M _ x>0
x f)="= 71 <o (11)

—i

FIGURA 3.1.11  Grifica de la fun-
cién en el ejemplo 8

A partir de (11) y de la grafica de f de la FIGURA 3.1.11 debe resultar evidente que los dos limi-
tes de f, izquierdo y derecho, existen y

Debido a que estos limites laterales son diferentes, se concluye que lim |x|/x no existe.
x—0

||,m NOTAS DESDE EL AULA

xX—a

Aunque las gréficas y tablas de valores funcionales pueden ser convincentes para determinar
si un limite existe o no, usted ciertamente estd enterado de que todas las calculadoras y
computadoras funcionan sélo con aproximaciones, y que las graficas pueden trazarse de
manera inexacta. Un uso ciego de las calculadoras también puede conducir a una conclusion
falsa. Por ejemplo, se sabe que )15133 sen(7r/x) no existe, pero a partir de los valores tabulares

x—0

+0.1

+0.01

+0.001

J&)

0

0

podria concluirse en forma natural que lim sen(w/x) = 0. Por otra parte, puede demos-
x—0

trarse que el limite

lim
x—0

V2 +4-—2

12)

existe y es igual a %. Vea el ejemplo 11 en la seccién 3.2. Con calculadora se obtiene

x—0

+0.00001

+0.000001

+0.0000001

J&)

0.200000

0.000000

0.000000

El problema al calcular (12) para toda x proxima a O es que en forma correspondiente,

\V/x% + 4 estd muy préximo a 2. Cuando se restan dos nimeros casi iguales en una calcu-
ladora, es posible que ocurra una pérdida de cifras significativas debido al error por redondeo.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

= Fundamentos

En los problemas 1-14, trace la grafica de la funcién para
encontrar el limite dado, o concluya que no existe.

L lim(3x + 2) 2. lim(* — 1)

3. lfn(])(l + i) 4. lim Vx — 1
2 2 _

5. lim >~ 6. lim>*— %
x—>1 X — x—0 X

7. lim =3 8 lim L= %
a3 x—3 "0 X

3

X
9. Iim—
x—0 X

11, }gr}) f(x) donde f(x) = {

12, )lcl_rg f(x) donde f(x) = {

13. lim f(x) donde f(x) = { 1,

4

10. Iim——
x~>|x2_1

x + 3, x<0

—-x+3 x=0

X, x <2

x+1, x=2
x2 = 2x, x<?2
x =2
X>X—6x+38 x>2



2

X X
14. lim f(x) donde f(x) = { 2, x
x—0 \/i _ 1’ x

VoA
coo

En los problemas 15-18, use la grafica dada para encontrar
el valor de cada cantidad, o concluya que no existe.

a) f(1) b) xlinll‘ fx) c) }inl“ f d) 113} S
15. y 16. »

FIGURA 3.1.13  Grifica
para el problema 16

FIGURA 3.1.12  Grifica
para el problema 15

17. y
e y=f

FIGURA 3.1.14  Gréfica
para el problema 17

FIGURA 3.1.15  Grifica para
el problema 18

En los problemas 19-28, cada limite tiene el valor O, pero
alguna notacién es incorrecta. Si la notacién es incorrecta,
escriba la declaracion correcta.

19. m}%w 20. 1%6/)?:0

2L limVI —x =0 22, lim Vx+2=0
23. lim[x] =0 24, lim|[x] = 0

25. lim senx = 0 26. lim cos 'x =0
27. 1im V9 —x*=0 28. lim Inx = 0

En los problemas 29 y 30, use la grafica dada para encon-
trar cada limite, o concluya que no existe.

29. a) hm f(x) b) 711’1112 fx)
c) hn(} f(x) d) lim f(x)
e) ll_lg S ) }L‘? fx)

I

FIGURA 3.1.16  Grifica para el problema 29
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30. a) 11’1115 fx) b) hm f)
c) 'h’rir# fx) d) hm fx)

e) lim f(x) f) ll_l}}f(x)

y

| 1 <
X

V—l

FIGURA 3.1.17  Grifica para el problema 30

En los problemas 31-34, trace una grafica de la funcién f con
las propiedades dadas.

3. f(=D = 3,f0) = =1, f(1) =0, h’rré f(x) no existe

32, f(—2) = 3, ll’mf(x) =2, lim fx)=—1,f(1) = =2

33. f(0) =1, hm f(x) =3, hm fx) = 3, f(1) estd inde-
finido, f(3) =

34. f(=2) = 2, f(X)
llm f(x) no existe, f(2) =3

I, -1=x=1, hm fx) =

xX—>—

= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 35-40, use una calculadora o un SAC para
obtener la grafica de la funcién dada f sobre el intervalo
[—0.5, 0.5]. Use la gréfica para conjeturar el valor de hm ),
o concluya que el limite no existe.

35. f(x) = cosi 36. f(x) = x cosi

37. f(x) — 2_7 Vx4+x
38. f(x) 9[\/9—x—\/9+x]
39, f(x) = efz;_ 1 40. f(x) = @

En los problemas 41-50, proceda como en los ejemplos 3, 6
y 7 y use una calculadora para construir tablas de valores
funcionales. Conjeture el valor de cada limite o concluya que
no existe.

41, 1 SVX — OV2x = 82, lim 2%
x—1 X — 1 x—>1 X — 1

43, 1im L~ SO ¥ 44, 1im 1~ SO8 X
x—0 X x—0 )C2

45, 1im —> 46. 1fm 20~
x—0 sen 3x x—0 X

47. hmQ 48. lim 6 _6Vx—2
—4 x — 4 x—3 X2_9 )C2_9
Xttt x -2 . X +8

49. JI(I—IH x—1 50. x1—1>r£12 x+ 2
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iii) El teorema 3.2.5 no afirma que el limite de un cociente no existe cuando el limite del
denominador es cero. El ejemplo 8 es un contraejemplo de esa interpretaciéon. No obs-
tante, el teorema 3.2.5 establece que el limite de un cociente no existe cuando el limite
del denominador es cero y el limite del numerador no es cero.

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-8.

= Fundamentos

En los problemas 1-52, encuentre el limite dado, o concluya

que no existe.
L hm 15

3 1111%(—4)x
5. lim x?
x—>—2

7. E@l(XS —4x + 1)

9.11’m2x+4

x—2 X —

1L lim (31 — D)5/ + 2)

15. hm (x + x2 + X

17. h’n(l)\/Zx -5

]9.111117\/[
=i =2
. y2 =25
nv1—>5y+5
¥ —
23, lim ™~
x~>1x—1
= 2)x+ )
25')511310 x—18)
3 2 _
7. lim ™ + 3x 10x
x—2 x—2
3 _
B.h’mt 2t + 1

=13+ 2 =2

3L lim
x—0"

(Vx + 4)?
3B. Iim

x—0 X

x + 2)(x° — 1)°

X

2 _
{x + 3x 1+7

pomahw

ﬁBBB’ﬁNBESSBS

limcos
x—0

h’m(3x —9)
lim (—x%)

x—5

lim(—5x% + 6x + 8)
x—6

lim =~ +5
x—0 3x
lim (r + 4)?
t——2

x> — 6x
Iim————
=6 x2 —Tx + 6
Bx — 4%

Xl_[)l’% ()C2 _ 2)36
lim(1 + Vx)
hmx Vx?+ 5x + 2

L our—5u—24
lim————————
u—8 u—38

. P+

lim

t~>71t2_1

2x + 6

im ———
=345 — 36
2%+ 3x— 9

=5

x—1.5

lim x3(x* + 2x%)7!
x—0

h'r{lzx\/x +4vx -6

1 6
Mlﬂ%{x—2 x2+2x—8}
(x + 3)?
3B, lim—F— 36. lim(x — 42 — N
x—37 A /x _ 3 x—3
) 10x oV @+ 3r — 2)°
37. xlglllo 2x + 5 3B I

VG-

h =16
h+5\h—4

s[x3 — 64x

lim(t + 2)"22r + 47

5
lim (Sx + 2)
x—1* X

lim Viux®> + 2xu + 1
x——1

lim 5
07N Xt 4 2x

39.

4L

43. hm(at — bt)?
a5 1o B hy — 64
a7.

48.

&8 B R B

1 3 _
/111_I>I(1)h[(1+h) 1]

Iim (x>0
h—0

49, Ii 50, Ifm Y4 T4 3
=1 =1 U—5 u—2>5

5L lim Y2 v =5 5. |mt - VXt 15
v—0 14+v—1 x—1 x2 -1

En los problemas 53-60, suponga que lim f(x) = 4 y lim g(x)

= 2. Encuentre el limite dado, o concluya que no existe.

53, Ifm[5/(x) + 6(1)] 54, lim /()
1 )
B i 6. 1ot
) A1 — 4@
37 1m0 — 2600 B ) = 2600
L L 6X + 3 _1
3. lim xf(x)g(x) 0. lim o) +em 47 2

= Piense en ello

En los problemas 61 y 62, use el primer resultado para
encontrar los limites en los incisos a)-c). Justifique cada paso
de su trabajo citando la propiedad idénea de los limites.

100 _ 1
6L hn} 1 - = 100
. xlOO l ) xSO _ ) ( 100 __ 1)2
a))lcl—1>1}x2_1 b).y—er—l 2 )lcl_rg (x — 1)
62 Iim > = 1
x—0 X
_ 2 2 __
a) b lim 1 — cos” x d lim 8x sen x
r—>0 sen x x—0 52 =0

. sen x .
63. Use lim ——— = 1 para mostrar que lim sen x = 0.
x—0 X x—0

2f(x) - 5
6 Silim L0 >

lim ——— = 4, encuentre )151_rg fx).



3.4 Limites trigonométricos

puesto que ambos limites existen. Asf,

=2 40 — 3 —lx +3/\is0 ¢ 4 4

(] [{Xel¥:] Uso de una identidad pitagorica

1 —cosx

Encuentre el limite lim
x—0

Solucion  Para calcular este limite empezamos con un poco de ingenio algebraico al multi-
plicar el numerador y el denominador por el factor conjugado del numerador. Luego usamos
la identidad pitagérica fundamental sen” x + cos®> x = 1 en la forma 1 — cos® x = sen” x:

. 1 —cosx ., 1 —cosx 1+ cosx
lim —— = lim .
x—0 X x—0 X 1 + cosx
.1 —cos®x
= lim

x—0 x(1 + cosx)
- lim sen’ x
x—0 x(1 + cosx)’

Para el siguiente paso de nuevo se acude al dlgebra para volver a escribir la expresion frac-
cionaria como un producto, y luego se usan los resultados en (5):

, 1 —cosx . sen’x
lim = lim
x—0 X =0 x(1 + cos x)

. (senx sen x
Iim e
=0\ X 1 + cosx

. senx . sen x
= | lim ) . (hm 7)

=0 X x—0 1 + cosx

Debido a que 1f1% (sen x)/(1 + cos x) = 0/2 = 0 se tiene

— l<>
Jim L €O _ (13) m

x—0 X

Puesto que el limite en (13) es igual a 0, puede escribirse

— —(cosx — 1 —
lim L 08X gy ) cipim il g o
x—0 X x—0 X x—0 X

=27

Luego, al dividir entre —1 se obtiene otro importante limite trigonométrico:

AL Sl S (14)
x—0 X 14

En la FIGURA 346 se muestra la grafica de f(x) = (cos x —1)/x. Los resultados en (10) y (14) FIGURA 3.46 Grifica de
se usardn en la seccién “Desarrolle su competencia 3.7” y también en la seccién 3.4. JGx) = (cos x = 1)/x

DESARROLLE SU COMPETENCIA Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-9.

cosx —1
y= 2

113

= . 1 y
Fundamentos 7. hr%tsec T 8 lim 5¢ cot 21
. t— =
En los problemas 1-36, encuentre el limite dado, o concluya ) sen’(1/2)
que no existe. 9, lme 10. lim—————
2
 sen3t ~ sen(—4) =0 ¢ cos® t —0 sent
L lim =, 2. lim t sen” 6t }
= 1=
1L lim 12 Iim
. senx . 1+ senx =0t =0 sen® 3¢
3 lim———— 4 lim————
=04 + cosx x—0 1 + cos x sen(x — 1) x — 2
13 lim——— A4 lim———
. cos2x . tanx x>l 2x — 2 x—27  senx
5. lim 6. lim——

1—0 cos3x =0 3x
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15. 1fm S23% 16, 1im LS00
=0 X 0—m/2  CcOS 0
~cos(3x — m/2) ~sen(5x + 10)
Tlim———— B mas
19. Iim sen 3 20. 1im sen?2f csc3t
—0 sen 7t t—0
. sent .1 — cosVri
21' tli%l \/i 22' t1—1>0 w
2 _
23. lim t S5tsen t 2. lim cos4t
1—0 2 —0 cos 8¢
X + 2Vsenx)? 1 — cosx)’
25. fmg 26. limg
x—0% X x—0 X
27. lim coszx -1 28. lim senx + tanx
=0 cosx — 1 =0 x
2 2
29, [im S02¥ 30. lim———
=0 =0 1 — cost
sen(x — 2 2 _
3L, lim o =D 2. 1m—- 2
=22+ 2% — 8 =3 sen(x — 3)
_ 2 _
33, Ifm 2sendx + 1 — cosx 34, Iim 4x 2 senx
x—0 X x—0 X
35, |f 1 — tanx 36. If cos2x

m . m
x—m/4 COSX — Senx x—m/4 COSX — Senx

En los problemas 39 y 40, use el teorema de compresion para
establecer el limite dado.

39.
41.

42,

lim x senl =0
X

x—0

) T
40. lim x> cos— =0
x—0 X

Use las propiedades de los limites dadas en el teorema

3.2.3 para demostrar que

a) 11’rn)c3senl =0 b) ll’m)czsen2l = 0.
x—0 X x—0 X

Si |f(x)| = B para toda x en un intervalo que contiene
a 0, demuestre que lim X’fx) = 0.
x—0

En los problemas 43 y 44, use el teorema de compresion para
establecer el limite dado.

43.
44.

ll'n%f(x) donde 2r — 1=f(x) =x>— 2x+ 3,x # 2
lin(l) f() donde |f(x) — 1] = 2x#0

= Piense en ello

En los problemas 45-48, use una sustituciéon idénea para
encontrar el limite dado.

45,

47,
49.

50.

oo SEnX T COSX X TT
x1~1>1711/4 X — 77'/4 46. )}LI;I}T tan2x
sen (7/x) cos(/x)
h’mi/ 48. h'mi/
=1 x—1 =2 x— 2
Analice: ;La funcién

fy={ x’

es continua en 0?

. . . senx L . .
La existencia de hn(l) no implica la existencia de
X

. sen|x]| . . . :
hr% B Explique por qué el segundo limite no existe.
X

3.5 Limites que involucran el infinito

I Introduccion En las secciones 2.2 y 2.3 se consideraron algunas funciones cuyas graficas
poseian asintotas. En esta seccion se verd que las asintotas vertical y horizontal de una gra-
fica estdn definidas en términos de limites que implican el concepto de infinito. Recuerde, los

37. Suponga que f(x) = sen x. Use (10) y (14) de esta sec-
cién junto con (17) de la seccién 2.4 para encontrar el
limite:

a T
y (3 +n)-(3)
) h ’

38. Suponga que f(x) = cos x. Use (10) y (14) de esta sec-
cién junto con (18) de la seccién 2.4 para encontrar el
limite:

v an
» (& +1)-1(5)
e h )
En algunos textos se usa el [ 3

simbolo +oo y las palabras
mds infinito en lugar de co e
infinito.

simbolos de infinito, —0c0 (“menos infinito”) y 0o (“mads infinito”) son herramientas de nota-
cién usadas para indicar, a su vez, que una cantidad decrece o crece sin limite en la direccién
negativa (en el plano cartesiano esto significa a la izquierda para x y hacia abajo para y) y en
la direccién positiva (a la derecha para x y hacia arriba para y).

Aunque la terminologia y notacion usadas cuando se trabaja con 00 son estdndar, lamen-
tablemente son ligeramente desafortunadas y pueden ser confusas. Asi, desde el principio se
advierte que se considerardn dos tipos de limites. Primero se analizardn

e limites infinitos.

La expresién limites infinitos siempre se refiere a un limite que no existe porque la funcién f
exhibe un comportamiento no acotado: f(x) — —0o0 o f(x) — 00. Luego se considerardn

e limites en el infinito.
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=N]S\Y|JNe ] Otro repaso a una funcion trigonométrica

En el ejemplo 2 de la seccién 3.4 vimos que limsen(1/x) no existe. No obstante, el limite en
X—>00
el infinito, h;m sen(1/x), existe. Por la ecuacion (18), podemos escribir
X—>00

lim sen% = sen(h’m 1) =sen(0 = 0.

xX—00 xX—00 X

Como se observa en la FIGURA 35.13, y = O es una asintota horizontal para la grifica de f(x) =
sen(1/x). Compare esta gréafica con la mostrada en la figura 3.4.2. [ |

FIGURA 3.5.13  Griéfica de la fun-
cién en el ejemplo 12

m DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-9.

= X x 2o
Fundamentos 29. f(x) = % 30. fx) =1+ s
En los problemas 1-24, exprese el limite dado como un
nimero, como —09, 0 como 00, _ k-5 _ 4] + =1
’ ’ 31. flx) = < _5 32. flx) = I —
L lim— 2 1
=5 x — 5 =6 (x — 6)° En los problemas 33-42, encuentre todas las asintotas verti-
2 10 cales y horizontales para la grafica de la funcién dada f.
A 4y 4. xligl_xz . Trace la gréﬁci.
1 -1 33. flx) = 4. flx) = >
5 1 6. i 2 4 2 4
=l(x — 1)t x—g)]’f\f * , 1 xz 1
X X — X
5. = 6. =
7 11'm+2 senx 8. limcscx 35. fx) x+1 36. /) x? -1
x—0 X xX—>T .
. ox?— 3x . x2 37. flx) = 1 38. fl(x) = A
9 lim s 10. lim-—"— - 2) 2+ 4
X 1- Vi
1L lim (5 - %) 12. lim (f + 1) 39. flx) = P 40. f(x) = 7
X—00 X X—>—00 \/); \5/;( X
8—\/;5 1+ 7V 41f()=L2 42 ()ZL3
3. lim——~ 14. lim - W 2 - Sl 2
S AV AV Va4 1 V-1
— 2 3 } < .
15. 11’m< x  x—1 > 16. lfm( X >(4x2 + 1) En los problemas 43-46, use la grifica dada para encontrar:
w—eo\x+2 26+ 6 w00\ 3x + 1/\2x% + x a) lim f(x) b) lim f(x)
17. 1imy |22 18 Ifm 2L ¢) Mm f@ @ lim f
x>0\ 6x — 8 x—-00 \ 7 — 16x 43 v
19, ll)ngo(x— \/x2+1) 20. lgglo( x2+5x—x) ' |
2L lim cos(é 2. lim sen( == | K—f (€3]
X—00 X x—>—00 3 — 6x I X
. —1 X . X \/<~, i{
B. xEI—nOOSGH <\ /4x2 + 1) 2A‘ )cll{l(;loln(x + 8> '

En los problemas 25-32, encuentre lim f(x)y lim f(x) para
la funcién dada f. x——00 00

/0.2
25. f(x):ﬂ 26. f(x) :M
Vx2+1 -1
2+ 1 5%+ 6xr+ 3
27. flx) = —— 28. flx) = —F/——
T W+ 1 T Vit + 2+ 1

FIGURA 3.5.14  Graéfica para el problema 43
44.

FIGURA 3.5.15 Grifica para el problema 44



45 y=sw v

s

FIGURA 3.5.16  Grifica para el problema 45

FIGURA 3.5.17 Grifica para el problema 46

En los problemas 47-50, trace una gréafica de una funcién f
que satisface las condiciones dadas.

a7, lim f() = —00, lim f(x) = ~00,£(2) =0, lim f(x) =0

48. f(0) = 1. lim_f(x) = 3, lim f(x) = ~2

49. lim f(x) = oo, lim_f(x) = oo, lim f(x) = 1

50. lim f(x) = 2, lim, f(x) = —o0, f(3) = 0, f(3) = 0,
Jim_ () = 0, lim f() = 0

51. Use una sustitucion idénea para evaluar

. 3

Iim x sen—.

xX—00 X

52. Segtn la teoria de la relatividad de Einstein, la ma-
sa m de un cuerpo que se mueve con velocidad v es
m=my/V1- v? 2, donde m es la masa inicial y ¢
es la velocidad de la luz. ;Qué ocurre a m cuando
v—oc ?

= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 53 y 54, use una calculadora o SAC para
investigar el limite dado. Conjeture su valor.

54. lim <cosl>‘
xX—00 X
55. Use una calculadora o un SAC para obtener la grifica

de f(x) = (1 + x)¥*. Use la gréfica para conjeturar los
valores de f(x) cuando

B 2
53. 1im x% sen—
xX—00 32

a) x—>—-1",b) x—>0yc¢) x—00.
56. a) Un n-gono regular es un poligono regular de n lados
inscrito en un circulo; el poligono estd formado por
n puntos equidistantes sobre el circulo. Suponga que
el poligono que se muestra en la FIGURA 35.18 repre-

3.6 Limites: un enfoque formal

3.6 Limites: un enfoque formal 123
senta un n-gono regular inscrito en un circulo de
radio r. Use trigonometria para demostrar que el drea
A(n) del n-gono estd dada por

2
An) = grz sen(f).

b) Tiene sentido afirmar que el drea A(n) tiende al drea
del circulo a medida que aumenta el nimero de lados
del n-gono. Use una calculadora para obtener A(100)
y A(1 000).

¢) Sea x = 2 /n en A(n) y observe que cuando n — 00
entonces x — 0. Use (10) de la seccién 3.4 para

demostrar que lim A(n) = ar.
n—00

FIGURA 3.5.18  n-gono inscrito para
el problema 56

= Piense en ello

57.

58.

a) Suponga que f(x) = x2/(x +1)yglx)=x—1
Demuestre que

Jim [f(x) — g(0)] = 0.

b) (Qué indica el resultado del inciso a) respecto a las
gréficas de fy g, donde |x| es grande?
¢) De ser posible, asigne un nombre a la funcién g.

Muy a menudo los estudiantes e incluso los profesores
trazan incorrectamente graficas desplazadas vertical-
mente. Por ejemplo, las grificas de y = x?yy = x>+ 1
estdn dibujadas incorrectamente en la FIGURA 3.5.19a) pero
lo estdn correctamente en la figura 3.5.19b). Demuestre
que la figura 3.5.19b) es correcta al mostrar que la dis-
tancia horizontal entre los dos puntos P y Q en la figura
tiende a 0 cuando x — 00,

YA V4

Recta
horizontal

X

a) Incorrecto b) Correcto
FIGURA 3.5.19  Grificas para el problema 58

I Introduccion En el andlisis que se presenta a continuacion se considerard un enfoque alterno
a la idea de limite, que se basa en conceptos analiticos mds que en conceptos intuitivos. Una
demostracion de la existencia de un limite jamds debe estar basada en la habilidad para ela-
borar gréficas o en tablas de valores numéricos. Aunque una buena comprensioén intuitiva de



RES-8 Respuestas de los problemas impares

Problemas 2.7 o) V=65 b V= %w3 o) V= %h3
50
1. Sx) =x+ - (0, 0) 33. V() =360 + 75¢cot 0
3. S(x) =32 —4x+2; [0,1] 35. A(¢p) = 100 cos ¢ + 50 sen2¢p 37. V(x) = 2V3(1 — %)
_ o
5. A(x) = 100x — x5 [0, 100] Problemas 3.1
1
7. Alx) = 2x - sz; [0, 4] 1.8 3. no existe
9, dix) = V22 + 8 (—00, x) 5.2 7. no existe
LA 11 P(A) = 4VA (0, 0) 9. 0 1. 3
(=W 13. dC) = C/m (0, 0) 13. 0
<L . 1 1550901 b -1 ¢2 d) no existe
E 5. Alh) = % (0,00) 17902 b -1 ¢ -1 d-1
Z 7. A = ile (0, 00) 19. correcto 21. xlir{l_ V1i—x=0
) 4m 23. .11’%1+ [x] =0 25. correcto
~ 3200 -
(TP 19 Co) =8+ == (0,00 27. lfrgl_\/9 -x*=0
b , . 1200 =
o 21. S(w) = 3w +T’ (0, 00) 29.a) -1 b)0 ¢) -3 d) -2 : e) 0 fH1
E 23. d(r) =20V 137 + 8t + 4; (0, ) 35. no existe 37. 2
_ [12082, 0=h<S5 N B
E 25. V(h) = {1200;1 3000, 5=p—gi [0.8] 39. -2 41. 13
(%) 27. h() = 300 tan 0; (0, 7/2) 43. 0 45. 3
< 29. L(0) =3 csc O + 4 sec 0; (0,7/2) 1
_ - 47. - 49. 5
E 31. 6(x) = tan"'(1/x) — tan"'(1/2x); (0, c0) © 4 .
LLl
EI Competencia final de la unidad 2 Problemas 3.2
c A. 1. falso 3. verdadero 1. 15 3. -12
oc 5. falso 7. verdadero 5. 4 7. 4
Q. 9. falso 11. verdadero 9, _g 11. 14
(7o 13. verdadero 15. verdadero 28
(@ B8 17. verdadero 19. verdadero 13. 9 15. -1
-
L B. 1. [-2,0) U (0, c0) 3. (-8,6) 17. V1 19. no existe
[a=l 5. (10 (0,0),(50 7. (0, —3) 21. -10 23. 3
9. 6 11. 0 25. 60 27. 14
(7e]
—9 13. 3.9 15. log 5 = 122 29, L 3 L
= ’ In 3 *5 )
‘Iﬁ 17. % 19. y=Inx 33. 3 35. no existe
128
E C.La)3 5O ¢ -2 d0 e?25 3. 2 .73
7, pHz ot mHo D3 4 41, -2 43. @ — 2ab + I?
LLl 3. 1y 8estdn en el rango; 5 no estd en el rango 45. 16 47. -1/
(a'wl 5 —3x°+4x —3xh— R +2n—1
1. 1 51+
7. ) 9. d) * 2 °5
11. ) 13. ) 53. 32 55. 1
3t -3 2
15. b) 17. h 57. no existe 59. 8a
19. a) ab b) b/a ) 1/b
s Problemas 3.3
— —&ln 5)x — —0.2682x — + 1
2251 Z(x) > Se 22: fo) =5+ G) 1. ninguno 3.3y6
- b - d) 5 nw/2,n=0,=x1,%x2,... 7.2

29. ¢)
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9. ninguno 11. ¢? 17. 1 19. 0
13. a) continua b) continua V2
15. a) continua b) continua 21 1 23. —m/6
. . 2 2
17. a) no continua b) no continua 25. —4: 4 27—~
19. a) continua b) no continua V3 V3
. . 29. —-1;1 31. —1;1
21. a) no continua b) no continua 3. AV: i AH: v = O
23. a) no continua b) continua ' + nguna; R
25. m=4 27. m=1,n=3 yI o
29. discontinua en n/2, donde n es un entero; | Q
y | ’ <L
T 35. AV:x = —1; AH: ninguna; E
T y =
I
1+ . —
| -
: F—t—t>x "1 ¢
1 —0!——0—>x LLd
_ | oc
|
- l s
| =
31. definaf(9) = 6 33, ? : —
37. AVix=0,x=2; AH:y=0; (7,
35. 0 37. 1
y ! <
39. 1 41. —/6 i E
43. (—3,00) 45. c =14 i L
47. c=0,c==V2 55. —1.22,-0.64,1.34 + ol
57. 221 59. 0.78 T x [aa]
| (=)
Problemas 3.4 i s
3 | Q.
1. 5 3.0 (7,
2 39. AV:ix =1, AH:y=1;
1 7.4 ()
y ' - |
9. 0 11. 36 !
1 | L
13. 3 15. no existe | c
______ I_____
3 - | <
21. 0 23. —4 41. AV:ninguna; AH:y=—-1,y=1,
1 0
y
25. 4 27. 5 1 =
1 — X o.
29. 5 31. — 2
6 em——ee 1A= 7]
33. 8 35. V2 1 g
3. % 43. 3 3. a) 2 by —c0 0 d)?2
45. a) —o© b) —1 ¢c)oo d) o0
Problemas 3.5 51. 3
1. —oo 3. 00 Problemas 3.6
5. ®© 7. oo
1 1. elijad = ¢ 3. elijad = ¢
L 1. 5 5. clijad = ¢ 7. elija 8 = /3
1 5 9. elijad = 2¢ 11. elijad = ¢
13. —+ 15. 5 .. .
4 2 13. elijad = ¢/8 15. elijad = Ve
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17. elijad = %/5 19. elija 6 = &/2 13. my, = ,%'. y= ,%x 1
21. elijaé = min{l, &/7} 23. elijad = Ve
25. elijad = Vae 31. elija N = 7/(4e) 15. i =2, y =20+ 1
33. elijaN = —30/e 17. my, = %; y= %x +1
Competencia final de la unidad 3 19. Mg, = %; y = ?x - % ¥ %
A. 1. verdadero 3. falso 21. no una recta tangente 23. y=x—2; (0,-2)
< 5. falso 7. verdadero 25. my, = —2x+ 6 (3,10)
o 9. falso 11. falso 27, my =32 — 3 (=1,2), (1, —2)
< 13. verdadero 15. verdadero 29. 58 mi/h 31. 38h
=) 17. falso 19. verdadero 33, —14
E 21. falso 35.a) —49m/s  b)5s ¢ —49m/s
— B. 1. 4 3. —% 37. a) 448 pies; 960 pies; 1 008 pies; 960 pies
- 0 7 oo b) 144 pies/s d) 16s e) —32t + 256
(7,) o ) —256 pies/s g) 1024 pies
LLl . 11. 3
(==l 13. —c0 15. -2 Problemas 4.2
E 17. 10 19. continua 10 3. -3
E 21. 9 5. bx 7. —2x + 4
== C. 5. a),e),f).h 7. ¢), h) 9. 2x +2 11. 3x* + 1
(T 9. b),c),d),e).f) 13. =32 +30x—1 15. =2/(x + 1)
< 11. y ; continua en todas partes 17. 5/(x + 4y 19. -1/ (2x72)
E 2. y=—x—4 23. y=2x — 2
5 25. (—4, —6) 27. (1, -2),(-1,2)
e ——x 29. x;(3,9) 31 -3x% (2, -4),(-2,12)
() 33. fi(2) = 2pero fL(2) = =1 35. 20a
(o=l 13. (=00, —1),(=1,0),(0,1), (1, 00) 37. 342 — 84 39. 4/(3 — a)?
(=T 15. (00, —V/5), (V5, 00)
Moy=icv3 so9=3 py=1
7. W 17 1 2 2 2
o ) 43. 7 45. £
| 1 [ — 1 o—
Problemas 4.1 ! . L
LLl e . — ) T x
[ 1. —4.5; y 3.7 y 1 b—1
2 \ . 47. £ 49. e)
I 1 1+
= I ——
) I !
L T \ .
> I |
Q. ’ . 51. b) 53. a)
7¢)
g Problemas 4.3
_ 8
5. 3V3-6 7 =6 y=6r—15 0 3. O
™ 5. 14x - 4 7. 2 Y2+ 4y 08
Y 9. x* — 123 + 18x 11. 20x* — 20x° — 1847
13. 6x° + 40x° + 50x 15. 16 + 4/Vx
PN 17. 1_921422 o 19.
1/r = 2/r" =3/ = 4/r
1
9. Mgy = -1, y=-x—1 21. y=06x+3 23.y=zx+5

11. mygy = =23, y = —23x + 32 25. (4, —11) 27. (3, -25), (-1, 7)
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4+ e+
R

Q2-82F---
4—-e+

L 2+6
2
2-6
El limite de f(x) cuando x se aproxima a

2es4
Figura 1.15

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 8, completar la tabla y utilizar el resultado

EJEMPLO 8 Aplicacion de la definicion £-6 de limite

Usar la definicion e-6 de limite para demostrar que

lim x2 =
x—2

Solucion  Probar que para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que

[x* —4|<e siempreque O0<|x—2|<38.

Para encontrar un 8 adecuado, comenzamos por escribir [x2 — 4| = |x — 2||x + 2|. Para todo
x del intervalo (1, 3), x + 2 < 5 se sabe que |x + 2| < 5. De tal manera, se toma & igual al
minimo entre £/5 y 1, resulta que, siempre que 0 < |x — 2| < §, se tiene que

|ﬁ—4k=h—ﬂh+2|<@%ﬁ=s

como se muestra en la figura 1.15.

A lo largo de este capitulo, se utilizara la definicion &-6 de limite principalmente para
demostrar teoremas relativos a los limites y para establecer la existencia o inexistencia de
tipos de limites especificos. Para calcular l1imites, se describirdn técnicas més féciles de usar

que la definicién e-6 de limite.

[1/(x + D] = (1/4)

para estimar el limite. Representar la funcion utilizando una he- S. lli’% T—3
rramienta de graficacion, con el fin de confirmar su resultado.
4 x 29 | 299 | 2999 | 3.001 | 3.01 | 3.1
X —
1. lim ————
i a2 —3x—4 fx)
39 1399 | 3999 | 4.001 | 4.01 | 4.1
. 6. 1 /G + D] = (4/5)
.f(x) x—4 x— 4
x 39 | 399 | 3999 | 4001 | 401 | 4.1
2 It x—2
x4 f&)
x 1.9 | 1.99 | 1.999 | 2.001 | 2.01 | 2.1 7. lim SE0X
’ x—0
&)
x —-0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1
Vx+6— V6
3. 1m v/ f&)
x—0 X
X -0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1 8. lfmm
x—0
Jkx)
x —-0.1 | —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1
4 fm Y23 f@x)
x—=-5 x+5
x =51 | =501 | —5.001 | —4.999 | —4.99 | —49




SECCION 1.2

En los ejercicios 9 a 14, elaborar una tabla de valores para la fun-
cion y utilizar el resultado para estimar el valor del limite. Utilizar
una herramienta de graficacion para representar la funciéon y
confirmar el resultado.

x—2 x+3
. lim ————7— . lim ——— 2
9x1111x2+x—6 10 xlrzl3x2+7x+12
4 _ 3
1. fim 21 2. lim =8
x—1 XG - 1 x—»-2 X + 2
13, 1fm 302 14, lim 20X
=0 X x—0 tan 2x

En los ejercicios 15 a 24, utilizar la grafica para encontrar el limite
(si es que existe). Si el limite no existe, explicar por qué.

15. lin% 4 —x) 16. ll’ml (x2+3)

Y y
AN
3,,
277
14 2T
—t— X ——— ———
TR 2 L 2 4
17. h’n;f(x) 18. h’rrllf(x)
4 —x, x#2 _x2+3, x# 1
f(x){o, x=2 f(x){z, x=1
y y
—— 1”1 > x
2 4+ 2 4
19. 20. Iim
x=5x—35
y y
34 6 |
2+ 4+ :
1+  o— 24 !
= —L
o 3 45 2 /6810
-2+ —4 !
-3+ 61 ;
21. 1im sen 7 x 22. lin}) sec x
x -1 X -
y y
1 A\ 2T 1
7 % b
_z z
2 2

Cidlculo de limites de manera grafica y numérica 55
1
23. 1im cos — 24.  1im tanx
x =0 X x=>7/2
y
2 —+

~——

£ J S —
—_
!
T

e me e
3
W
£l

En los ejercicios 25 y 26, utilizar la grafica de la funcion f para
determinar si existe el valor de la cantidad dada. De ser asi, ubi-
carla; si no existe, explicar por qué.

25. a) f(1) Y
b lim () T
o 1@ \L»

) lim f(x) 2T

26. a) f(-2) "
. 4
b)  lim f(x) 5

o) f0) 2 .

4 lim f(x) e Y
7 2-1 1 12345
e X ‘ i
-
) lim f(x) ‘
x—2

g f@)

h) ll’rri f(x)
En los ejercicios 27 y 28, utilizar la grafica de f con el fin de iden-
tificar los valores de ¢ para los que existe el limite lim f(x).

27. y 28. Y
61 6
4 4
T 2
S — X
\ 1 e -4\, 2\ /4 6
o —H——>x
-2 4+ 2 4
2L

En los ejercicios 29 y 30, dibujar la grafica de f. Después identificar
los valores de ¢ para los que existe el limite Lig} Jx).

X2, x<2
29. fx)={8—2x, 2<x<4
4, x =>4
sen x, x<0
30. f(x) =41 —cosx, O0<x<m
COS X, x>
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En los ejercicios 31 y 32, construir una grafica de una funcion f 36. La grificade
que satisfaga los valores indicados (existen muchas respuestas |
correctas). =—
) 1) = ——
31 f10) no estd definido. 32. f(=2)=0 se muestra en la figura. Encontrar un 8 tal que si 0 < |x — 2| <
lim f(x) = 4 f2)=0 8, entonces |fix) — 1] < 0.01.
x—0
f2) =6 lim f(x) =0 y
x—=-2
lim f(x) = 3 lim £ (x) no existe. 20 101
x—2 x—2 1.00 |- ‘I‘
15T 099} -~ -
H: 33. Modelo matemdtico Por una llamada telefénica de larga dis- 1.0+ R
tancia, un hotel hace un cargo de $9.99 para el primer minuto 051 or 99
y de $0.79 por cada minuto o fraccién adicional. Una férmula ’
para el costo estd dada por i ; ; j‘ .

C(t) =9.99 — 0.79[—(t — 1)]
donde ¢ es el tiempo en minutos.

(Nota: [x] = mayor entero n tal que n =< x. Por ejemplo, [3.2]

=3yl-16]=-2)

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
gréfica de la funcién de costo para 0 < t = 6.

b) Utilizar la grafica para completar la siguiente tabla y obser-
var el comportamiento de la funcién a medida que ¢ tiende
a 3.5. Utilizar la gréfica y la tabla para encontrar

lim C(?).

1t—3.5

t | 3/33|34 35|36 /|37 4

C ?

¢) Utilizar la grafica para completar la siguiente tabla y ob-
servar el comportamiento de la funcién a medida que ¢ se
aproxima a 3.

t 1212529 331 |35 4

C ?

(Existe el limite de C(#) cuando ¢ se aproxima a 3? Explicar
la respuesta.
FlF 34. Realizar de nuevo el ejercicio anterior, considerando ahora
C() =579 — 0.99[—(r — 1)].

35. Enlafigura se muestra la grafica de f{x) = x + 1. Encontrar un
Stal que si 0 < |x — 2| < §, entonces |f(x) — 3| < 0.4.

T
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| 1
T

T % % X
1.5\ 2.0 /2.5 3.0
1.6 24

37. La grafica de

f =2+

se muestra en la figura. Encontrar un 8 tal que si 0 < |x — 1] <
8, entonces |f(x) — 1] < 0.1.

y
y=1L1F---
y=1f-A,
24 y=09[/ 1

38. La graficade
fx)=x>—1

se muestra en la figura. Encontrar un & tal que si 0 < [x — 2| <
8, entonces |f(x) — 3| <0.2.

y

4+

iy

3+

Y

— ~o
1l 1l
T T
) -
TP
DI
o0 W N
s
L v 0
el |

En los ejercicios 39 a 42, encontrar el limite L. Luego la 6 > 0 tal
que |f(x) — L| < 0.01 siempre que 0 < |x — c| < 6.

39. lfrr% Bx+2)
x

40. 1 (4 - 7)
im 5

x—4
)

41. h’n% (x2—-3
42. 1im (x2 + 4)
x—5

El simbolo H: sefiala un ejercicio en el que se pide utilizar una herramienta de graficacion o un
sistema simbdlico de dlgebra computarizado. La solucion de los demds ejercicios también puede

simplificarse mediante el uso de la tecnologia apropiada.



SECCION 1.2

En los ejercicios 43 a 54, encontrar el limite L. Luego utilizar la
definicion £-6 de limite para demostrar que el limite es L.

43. lfrrél1 (x+2)
44. lfm3 2x +5)
45.  lim (%x - 1)
x—>—4
46. 1im (%x + 7)
x—1
47. 1im 3
x—6
48. lin% (-1
49. lim Yx
50. lim Jx
S1. lim5 |x — 5]
52. lin}) |x — 6]
53. lim (x2 + 1)
x—1
54. ll’m3 (x2 + 3x)
55. (Cudl es el limite de f(x) = 4 cuando x tiende a 7?
56. (Cudl es el limite de g(x) = x cuando x tiende a 7?

HF Redaccion En los ejercicios 57 a 60, representar la funcién con
una herramienta de graficacion y estimar el limite (si existe).
¢Cual es el dominio de la funcion? ;Puede detectar un posible
error en la determinacién del dominio mediante un mero analisis
de la grafica que genera la herramienta de graficacién? Escribir
unas lineas acerca de la importancia de examinar una funcion de
manera analitica ademas de hacerlo graficamente.

Jx+5-3 x—3
57. == 58. -
&) x—4 VA S N
lim f(x) lim £ (x)
x—4 x—3
x—9
59. X)) =—F/——
R
lim £ (x)
x—9
x—3
60. =—
0 =55
lim £ (x)
x—=3
Desarrollo de conceptos
61. Escribirunabreve descripcion de lo que significa la notacién
lim f(x) = 25.
x—8
62. La definicién de limite de la pagina 52 requiere que f sea
una funcién definida sobre un intervalo abierto que contiene
a ¢, excepto posiblemente en c. {Por qué es necesaria esta
condicién?
63. Identificar tres tipos de comportamiento relacionados con
la inexistencia de un limite. Ejemplificar cada tipo con una
gréfica de una funcion.

57

Calculo de limites de manera gréfica y numérica

Para discusion

64. a) Sif(2) =4, ;se puede concluir algo acerca del limite

de f cuando x tiende a 2? Explicar.
b) Siel limite de f(x) cuando x tiende a2 es 4, ;se puede
concluir algo acerca de f(2)? Explicar.

65.

66.

67.

68.

A 6.

Joyeria  Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su circun-
ferencia interna es de 6 cm.

a) (Cudl es el radio del anillo?
b) Silacircunferencia interna del anillo puede variar entre 5.5
y 6.5 centimetros, (cudnto puede variar su radio?
¢) Utilizar la definicién e-6 de limite para describir esta
situacién. Identificar € y 6.
Deportes Un fabricante de articulos deportivos disefia una
pelota de golf que tiene un volumen de 2.48 pulgadas ctibicas.
a) (Cudl es el radio de la pelota de golf?
b) Si el volumen de la pelota puede variar entre 2.45 y 2.51
pulgadas cubicas, ;cudnto puede variar su radio?
¢) Utilizar la definicién e-6 de limite para describir esta
situacion. Identificar € y 6.

Considerar la funcién fix) = (1 + x)'. Calcular el limite

Iim (1+x)"*

=0
mediante la evaluacion de f'con valores de x cercanos a 0. Cons-
truya la grafica de f.

Considerar la funcion

1 = -1
Sl = A
Calcular
D [ |
xl—r>r(l) X

mediante la evaluacion de f con valores de x cercanos a 0.
Construir la gréfica de f.

Andlisis grdfico La afirmacion
x2—4

P —4
Pfix—z

significa que a cada € > 0 le corresponde un & > 0 tal que si
0 < |x — 2| < 8, entonces

¥ -4
x—2

4| < e.

Si e = 0.001, entonces

x2—4_
x—2

4| < 0.001.

Utilizar una herramienta de graficacién para representar ambos
lados de esta desigualdad. Usando la funcién zoom, encontrar
un intervalo (2 — 8, 2 + 6) tal que la grafica del lado izquierdo
quede por debajo de la del miembro de la derecha.
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FIF 70. Andlisis grdfico La afirmacion

x2 — 3x

lim =3

x—3 x — 3

significa que a cada & > 0 le corresponde un 6 > 0 tal que si
0 < |x — 3] < §, entonces

x2 — 3x

— 3| <e.

Y —
Si e = 0.001, entonces

x> — 3x

— 3| < 0.001.

X —

Utilizar una herramienta de graficacién para representar ambos
lados de esta desigualdad. Usando la funcién zoom, encontrar
un intervalo (3 — 8, 3 + d) tal que la grafica del lado izquierdo
quede por debajo de la del miembro de la derecha.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 71 a 74, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar
un ejemplo que lo demuestre.

71. Sifno esta definida en x = ¢, no existe el limite de f(x) cuando
X se aproxima a c.

72. Siellimite de f{x) cuando x tiende a c es 0, debe existir un nimero
k tal que f(k) < 0.001.

73. Sific) = L, entonces lim f(x) = L.
xX—=c¢
74. Si lim fix) = L, entonces f(c) = L.
X—C
En los ejercicios 75 y 76, considerar la funcién f(x) = Vx.
75. (Es lim Vx = 0.5 una afirmacién verdadera? Explicar la

x—0.25

respuesta.

76. (Es ll'ITt V/x = 0 una afirmacién verdadera? Explicar la res-
X =

puesta.

F'F 77. Utilizar una herramienta de graficacion para evaluar el limite
11_% e Ly para diferentes valores de n. ;Qué se observa?

HF 78. Utilizar una herramienta de graficacion para evaluar el limite
1111(1) mnTnx’ para diferentes valores de n. ;Qué se observa?
X

79. Demostrar que si existe el limite de f(x) cuando x — ¢, ese limite
debe ser tnico. [Sugerencia: Sea
limf(x) =L, y limf(x)=1L,
X—cC X—C
y demostrar que L, = L,.]

80. Considerar la recta fix) = mx + b, donde m # 0. Aplicando la
definicion -6 de limite, demostrar que lim f(x) = mc + b.
X—C

81. Demostrar que lim f{x) = L es equivalente a Iim [ f{x) — L] = 0.
X—C X—C

82. a) Dadoque

lfII[‘)l Bx+1DBx—-1)x*+0.01=0.01

demostrar que existe un intervalo abierto (a, b) que contiene
al 0, tal que (3x + 1)(3x — 1)x? + 0.01 > 0 para todas las
x # 0en (a, b).
b) Dado que lim g(x) = L, donde L >0, demostrar que existe
X—C

un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, tal que

g(x) > 0 para todos los x # c en (a, b).

A s3.

Programacion En una herramienta de graficacién programa-
ble, escribir un programa que estime 1im f (x).
X—C

Suponer que el programa sélo se aplicard a funciones cuyo limite
existe cuando x se aproxima a c. Sea y, = f(x), generar dos listas
cuyas entradas formen los pares ordenados

(c £[0.1]", flc =[0.1]")

paran =0,1,2,3y4.

B 84,

Programacion Utilizar el programa elaborado en el ejercicio
83 para estimar el limite
x2—x—12

x—4

Preparacion del examen Putnam

85. Inscribir en un circulo con radio 1 un rectingulo con
base b y altura A, y un tridngulo isésceles con base b,
como se muestra en la figura. ;Para qué valor de / tienen
la misma drea el rectdngulo y el tridngulo?

86. Un cono recto tiene una base con radio 1 y una altura de
3. Se inscribe un cubo dentro de él, de tal manera que
una de las caras del cubo queda contenida en la base
del cono. ;Cudl es la longitud lateral del cubo?

Este problema fue preparado por el Committee on the Putman Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.




Iml Ejercicios

* En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herramienta de graficacion
para representar la funcion y estimar los limites de manera
visual.

L h(x) = —x2+ 4x

a) ll’n;ll h(x)

b) lim1 h(x)

3. f(x) = xcosx

a) P_)H(l)f (x)
b lim f(x)

x—m/3

2.

o - 23

x—9
a) h’rr}‘ g(x)

b) ll’n(l) gx)

4. f(1) = 1]t — 4]

a) lim £(0)
b) lim f(z)

En los ejercicios 5 a 22, calcular el limite.

S.
7.
9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

lim x3
x—2

lim (2x — 1)
x—0

lim (x? + 3x)
x—-—3

lim (2x% + 4x + 1)

x—-3

Iim Vx + 1

x—=3

lim (x + 3)2
x——4
1
lim —
x—2 X

lim ————
x—1 x2 + 4

. 3x
lim

=7 Jx + 2

6.
8.
10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

lim x*
x—>—2

11’m3 Bx +2)

X—>—

lim (—x2 + 1)

x—1

lim (3x3 — 2x% + 4)
x—1

lim 3/x + 4
x—4

lim (2x — 1)3
x—0

lim ——
xgzls x+ 2

L, 2x—3
lim

x—1 x + 5

o Vxt2
lim

x—=2 X — 4

En los ejercicios 23 a 26, encontrar los limites.

23.

24.

25.

26.

f) =5-x gl) =5
a) lllr} fx)
J) =x+7, glx) = x
@) lim_f(x)

a) lim f(x)

b) ll’rrAl1 glx)

b) lim g(x)
) =4 -2 gl = Va1
b) 1im g(x)

o) 1im g(f(x))
o) lim_ g(f(x))

0 lim ¢(/(x)

flx) =2x2—-3x+1, glx) =3x+ 6

a) lim f(x)

b) Xligll g(X)

o lim g(/(x)

En los ejercicios 27 a 36, encontrar el limite de la funcion trigo-

nométrica.
27. lim senx
x—/2
X
29. lim cos —
x—1 3
31. lim sec 2x
x—0
33. Iim senx

x—=5m/6

28.

30.

32.
34.

lim tan x
X

; X
lim sen ——
x—2 2

lim cos 3x
X—>TT

lim cosx
x—=5m7/3

SECCION 1.3

3 X
35. 113; tan< 4)

Calculo analitico de limites

36. lim sec(ﬂ>

x—=7 6

67

En los ejercicios 37 a 40, utilizar la informacion que se expone

para evaluar los limites.

37. limf(x) =3
lxljmc glx) =2
@ 1im (500
B lim [/ + 500
O lim [/Wsw)]

. )
D lmee)

39. 11mf(x) =4
a) lim[f(0)F
b) lim /f(x)
o im [3f (5]
&) lim [0}

xX—c

38. limf(x) =3
lim g(x) =3

a) lim [4f(x)]

D) im0 + (o]

o tim [()g(0)]

.

D lm )
40. lim f(x) = 27
a) 1112 Jf(x)

b

¢ lim [f(0)]2
&) lim [£()]3

En los ejercicios 41 a 44, utilizar la grafica para determinar el
limite (si existe) de manera visual. Escribir una funciéon mas simple
que coincida con la dada, salvo en un punto.

X2 —x

41. glx) =

2
—x*+ 3x
42. h(x) =—-""
y
\Ak
3
zak
1Ak
} +— }
LR é\

a) lim2 h(x)
b) 11’11(1) h(x)

X

44, fx) ==

XT =X
y
2+

1+

X
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En los ejercicios 45 a 48, encontrar el limite de la funcion (si
existe). Escribir una funcién mas simple que coincida con la dada
salvo en un punto. Utilizar una herramienta de graficaciéon para
confirmar el resultado.

2 _ 2 _ —
45, 1im 1 46, Iim X3
x——-1x+1 x——1 x+1
47, mE =8 48, 1im 20!
T2 x—2 a1 x+ 1

En los ejercicios 49 a 64, encontrar el limite (si existe).

VoM 0 2
x—4 3—x
51 Ifim——— 52. lim >~
lim > "6 Im 9
2+x—6 ¥ —5x+4
53, Ifm 9% 54, lfm—— X"
Xl_l}rg -9 P—r}}txz—Zx—S
55. | YX TS5 -3 56, qfm XX 172
x—4 x—4 x—3 X_3
S+ 5- U5 2= 2
57, lim > 58 lim ~—— ——

o [/ 9] = (1/4)

x—0 X

(x + Ax)? — x?
o T AXT T X7

59, lim[l/(3+x))c]_(l/3) 60.

x—0

2(x + Ax) — 2x
o ST AN T oX

61. i 62. 1
AI;HO Ax AI;HO Ax
63. I (x+Ax? =200+ Ax) +1—(x2—2x+1)
R Ax
3_ .3
64, iy T AD N
Ax—0 Ax

En los ejercicios 65 a 76, determinar el limite (si existe) de la
funcion trigonométrica.

65. lim o 66. lim 20— 03
x—0 X x—0 X
67. 1im 50 x(1 2— Cos x) 68. 1rm % ftan 6
x—0 X 6—0
2 2
69. 1im 2 70. 1im 222
x—0 X x—0 X
1 — cos h)?
71. Jim (L 03H) 72. 1im & sec ¢
h—0 h b—m
73. lfim S5 4. lim X
x—m/2 Cot X x—m/4SENX — COS X
75. 1im sen 3¢
-0 2t
2 2 2 3
76. lim sen=x [Sugerencia: Encontrar h’m<ﬂ>< o >]
x—0 sen 3x =0\  2x 3 sen3x

FF Andlisis grdfico, numérico y analitico En los ejercicios 77 a

84, utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién y estimar el limite. Emplear una tabla para respaldar la
conclusion. Posteriormente, calcular el limite empleando métodos
analiticos.
Jx+2-2 4 — Ux

X

78. 1i
x]LrTllé x— 16

77. 1im

x—0

+ _ 5
79, qg L@ O] = (/D) gy (o 20— 32
x—0 X x—=2 X —
sen 3¢ cosx — 1
81. Ii 82. lim ——
}EB t }1_133) 2x?
2
83, iy SCNX 84, e SCILX
= LT
En los ejercicios 85 a 88, encontrar lim w
Ax—0 Ax

85. f(x) =3x—2

86. 1() = Vx
8. 100 =5

88. flx) =x*—4x

En los ejercicios 89 y 90, utilizar el teorema del encaje para calcu-

lar lim f (x).
xX—cC
89. =0
4 —x2<flx) <4422
90. ¢ =4

b—l|x—al <fx) b+ |x—aq

FIF En los ejercicios 91 a 96, utilizar una herramienta de grafica-

cion para representar la funcién dada y las ecuaciones y = x|y
y = —lx| en una misma ventana. Usando las graficas para visuali-
zar el teorema del encaje, calcular lim f(x).

x—0

91. f(x) = xcosx
93. f(x) = |x| senx

92.  f(x) = |xsenx|
94. f(x) = |x| cosx

95. f(x) =x seni 96. h(x) = x cosi

Desarrollo de conceptos

97. En el contexto del calculo de limites, analizar qué se quiere
decir mediante las funciones que coinciden en todo salvo en
un punto.

98. Elaborar un ejemplo de funciones que coinciden en todo
salvo en un punto.

99. (Qué se quiere decir con indeterminacién o forma indeter-
minada?

100. Explicar el teorema del encaje.

FIF 101. Redaccion Utilizar una herramienta de graficacién para hacer

la representacion de

sen x

fx)=x, g)=senx 'y hx) =

X

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de f(x) y g(x)
cuando x se acerca a 0. Utilizar la comparacion para escribir un
breve parrafo en el que se explique por qué

lim h(x) = 1.

x—=0



H= 102. Redaccion Utilizar una herramienta de graficacién para re-

presentar
sen? x

f&) = x, glx) = sen’x y h(x) =

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de fix) y g(x)
cuando x se acerca a 0. Utilizar la comparacién para escribir un

breve parrafo en el que se explique por qué lim i(x) = 0.
x—0

Objeto en caida libre En los ejercicios 103 y 104, utilizar la
funcion de posicion s(f) = —16#* + 500, que da la altura (en pies)
de un objeto que lleva cayendo ¢ segundos desde una altura de
500 pies. La velocidad en el instante ¢ = a segundos esta dada
por

. s(a) —s(@)
lim ———.
t—a a-—t

103. Siaun albafiil se le cae una herramienta desde una altura de 500
pies, ;a qué velocidad estard cayendo luego de 5 segundos?

104. Si a un albaiil se le cae una herramienta desde una altura de
500 pies, ¢ cudnto tiempo tardard ésta en llegar al suelo? ;A qué
velocidad se producird el impacto?

Objeto en caida libre  Enlos ejercicios 105 y 106, utilizar la funcién
de posicion s(f) = —4.9 + 200, que da la altura (en metros) de
un objeto que cae desde una altura de 200 m. La velocidad en el
instante ¢ = a segundos esta dada por

lim —s(a) - s(t).

t-a a—1t

105. Determinar la velocidad del objeto cuando t = 3.

106. ;A qué velocidad golpeard el suelo?

107. Encontrar dos funciones f'y g tales que 1‘138 fx)y !‘13% g(x) no
existan, pero si 1}(12(1] [fix) + g(x)], si existe.

108. Demostrar que si LL“Z fx) existe y ,11—1;12 [fix) + g(x)] no existe,
entonces %1(1 g(x) tampoco existe.

109. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.1.

110. Demostrar la propiedad 3 del teorema 1.1. (Se puede utilizar la
propiedad 3 del teorema 1.2).

111. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.2.

112. Demostrar que si Algrcl fix) = 0, entonces 133(1 |fx0)] = 0.

113. Demostrar que si ll_r)r) fix) = 0y |g(x)| = M para un nimero fijo
M y todas las x # ¢, entonces )1(1_1)1} fix)gx) = 0.

114. a) Demostrar que si lim |f{x)| = 0, entonces lim f{x) = 0.
x—c x—c

(Nota: Este ejercicio es inverso al del problema 112.)

b) Demostrar que si lim f{x) =L entonces lim |f{x)| = |L|.
X—>c X—C

[Sugerencia: Utilizar la desigualdad ||f(x)| — |L|| = |fx)
- L]

115. Para pensar Encontrar una funcién f que muestre que el
reciproco del ejercicio 1145 no es verdadero. [Sugerencia: Bus-
car una]l funcién f tal que lim |fix)] = |L|, pero donde lim f{x) no
exista.

de 125. Razonamiento grdfico Considerar f(x) =

SECCION 1.3

Para discusion

116. Sea f(x) = 2’ ;C i i.Encontrar h’n%f(x).

Ciélculo analitico de limites 69

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 117 a 122, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

||

117. lim = =1

x—=0 X

118, 1fm 22 =

x=7 X

1

119. Sifix) = g(x) para todos los nimeros reales distintos ax = 0, y
lim f(x) = L, entonces lim g(x) = L.
x—=0 x—0

120. Silim f(x) = L, entonces f(c) = L.

X—C
3, x<2
0, x>2

122. Si f(x) < g(x) para todas las x # a, entonces

121. ll;rl%f(x) = 3, donde f(x) = {

lim f(x) < lim g(x).
xX—a xX—a
123. Demostrar la segunda parte del teorema 1.9 probando que
lim I —cosx _ 0
x—0 X

0, sixesracional

124. =
Sean f(x) {l, six es irracional

y
gx) = {

0, sixes racional
X, sixesirracional.

Calcular (si es posible) 11'1%1 fx)y h’m0 g(x).

secx — 1
x>
a) Determinar el dominio de f.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para hacer la repre-
sentacion de f. ; Resulta evidente el dominio de fa partir de
la grafica? Si no es asi, explicar por qué.

¢) Utilizar la gréfica f para calcular h’nol f(x).

X!

d) Confirmar la respuesta del apartado ¢) utilizando el método
analitico.
126. Aproximacion

1 — cosx

a) Calcular Iim >

x—0 X
b) Utilizar el resultado del apartado anterior para obtener la
aproximacion cos x = 1 —%x? para x cercanas a 0.
¢) Aplicar el resultado del apartado b) para estimar cos (0.1).
d) Utilizar una herramienta de graficacién para estimar cos
(0.1) con cuatro decimales. Comparar el resultado con el
del apartado c).
127. Para pensar Al utilizar una herramienta de graficacion para
generar una tabla con el fin de estimar )lgr& [(sen x)/x], un estu-

diante concluye que el limite, y no 1, era 0.01745. Determinar
la probable causa del error.
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Y f@=x*+2x—1

2+ (1,2)

(c.,0) 1

-1
/ ©.-1)

fes continua en [0,1] con f{0) <0

yfi)>0
Figura 1.37

Iﬂl Ejercicios

EJEMPLO 8 Una aplicacion del teorema del valor intermedio

Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que la funcién polinomial f(x) = x*
+ 2x — 1 tiene un cero en el intervalo [0, 1].

Soluciéon  Observar que fes continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Dado que
f0)=0+20-1=-1 'y fH)=13+2(1)—-1=2

resulta que f{(0) < 0y f(1) > 0. Por tanto, se puede aplicar el teorema del valor intermedio y
concluir que debe existir algin ¢ en [0, 1] tal que

fley=0 ftiene un cero en el intervalo cerrado [0, 1].

como se muestra en la figura 1.37. ——

El método de biseccion para estimar los ceros reales de una funcién continua es parecido
al método empleado en el ejemplo 8. Si se sabe que existe un cero en el intervalo cerrado
[a, D], dicho cero debe pertenecer al intervalo [a, (@ + b)/2] o [(a + b)/2, b]. A partir del
signo de f{([a + b]/2), se puede determinar cudl intervalo contiene al cero. Mediante bisec-
ciones sucesivas del intervalo, se puede “atrapar” al cero de la funcién.

TECNOLOGIA También se puede usar el zoom de una herramienta de graficacion
para estimar los ceros reales de una funcién continua. Al hacer acercamientos de forma
repetida a la zona donde la gréfica corta al eje x y ajustar la escala de dicho eje, se puede
estimar el cero de la funcién con la precision deseada. El cero de x* + 2x — 1 es alrededor
de 0.453, como se muestra en la figura 1.38.

0.2 0.013
-0.2 1 0.4 0.5
—0.2 -0.012

Figura 1.38  Aplicacion del zoom al cero de f{x) = x* + 2x — |

En los ejercicios 1 a 6, utilizar una herramienta de graficacion para

determinar el limite y analizar la continuidad de la funcién. 3. 4. 3 y
c=-
a) lim f(x) b) lim f(x) ¢) limf(x) 4+ 3,4, i:

54
4+
3+
24
1+

X
5 + (3.0 Sa301 N
c=-2 i c=3
\ | X 5. y 6. y

2 \ 2,3
1 -1 4+
2+ c=—1
2+ 1+ c=2 3
=2-2) > 2t
4L 12345%6 12 _—
-2+ _
3 (2’03)— > x
-3 (-1,0) 1



En los ejercicios 7 a 26, calcular el limite (si existe). Si no existe,
explicar por qué.

1 3
7. {] 8. Iim —
)cli>nS’l‘r x+8 xllgl’ x+5
x—5 2 —x
9. lim ——— 10. lim ————
xgg xz—25 xlinzl* x> —4
X \/;c -3
11. fim —— 12. If
L R Sy
13. Iim m
x—0" X
- 10|
4. 1m 210
J 10
1
+
15 gm YTAY X
Ar—0 Ax
o e+ AP+ x+HAx— (24 )
16. lim
Ax—0* Ax
+
e 2 2, x<3
17. 1 =
Jim f(x), donde f(x) =15 _ 5
3 x>3

X —4x+6, x<2
X2 +4x -2, x=2
X¥+1, x<1
x+1, x=>1

18. h'n;f(x), donde f(x) = {

19. h’n} f(x), donde f(x) = {

X, x<1

2. 1 =
0 Xlggf(x), donde f(x) {1 —x x> 1

21. 1im cotx

X—T

22.  lim secx
x—=7/2

23. Alﬁ?f (Blx] = 7)
24. lim (2x — [xD

25, lim (2 = [])
SN )

En los ejercicios 27 a 30, analizar la continuidad de cada fun-
cién.

2 _
! 28. f(x) =); !

SECCION 1.4

Continuidad y limites laterales o unilaterales 79

X, x <1

29. f(x) = 3] + x 30. f(x) =42, x =

y y

3,,
7 21

177

Cr e e S e

32-1 0 1 2 3 32 /1123

7 |
-3 -3+

En los ejercicios 31 a 34, analizar la continuidad de la funcién en
el intervalo cerrado.

Funcion Intervalo
31 glx) = V49 — &2 [-7.7]
32, f)=3-J/9—-1+ [—3,3]
3—x, x<0
33. = —-1,4
f® [3+;x, x>0 [ ]
4. g() = [~1,2]

x> —4

En los ejercicios 35 a 60, encontrar los valores de x (si existe al-
guno) en los que f no es continua. ;Cuales discontinuidades son
evitables o removibles?

. fl =2 R
3. f)=x-9 38, fx)=x2— 2+ 1
e 0. 70 =5
41. f(x) = 3x — cos x 2. flx) = cos%
3. fl) = = - #“. f) = = ;
45. flx) = x,ji 1

46. f(x) = ﬁ

47, f(x) = %

48. f(x) = ﬁ

. f =k

50. f(x) = |i - 2'

51 f() = {; v=1

52, flx) = {;2
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53 %x+1,x£2

=
=

=
1]

3—x, x>2

54, f(x)={22x’ x <2

—4x+ 1, x>2

55. fx) =

esc ™ |x—3|<2
56. f(x) = 6
2, e — 3] >2
57. f(x) = csc2x 58. f(x) = tanTX

59. f(x) =[x — 8] 60. f(x) =5 —[+]

HF Enlos ejercicios 61 y 62, utilizar una herramienta de graficacion para

representar la funcion. A partir de la grafica, estimar
lim f(x) y lim f(x)

.Es continua la funcion en toda la recta real? Explicar la res-

puesta.

2 — 4lx
x+2

[x2 + 4x|(x + 2)

61 f() = "

62. f(x) =

En los ejercicios 63 a 68, encontrar la constante a, o las constantes
a y b, tales que la funcion sea continua en toda la recta real.

x =1
63.
fl) = {ax—4 x<1
X7, x <1
64. f(x)_[ax+5,x>1
<2
65. = x
fx) { 2 x>2
4 senx <0
66. g(x) = x
a—2x, x=20
2, x < —1
67. f(x) =Jax+b, —1<x<3
-2, x=>3
x2_a2
68. gx) =y x—a’ x7a
8, X=a

En los ejercicios 69 a 72, analizar la continuidad de la funcién
compuesta h(x) = f(g(x)).

69. () = x 70, f(x) = %
glr)=x—1 gly)y=x—1

71. flx) = . 1 6 72. f(x) = senx
gly) =x*+5 glx) =2

de En los ejercicios 73 a 76, utilizar una herramienta de graficacion

para representar la funcién. Usar la gréfica para determinar todo
valor de x en donde la funcion no sea continua.

73. = — 74. -
16 = 4 - x W) = 5——
X2 —=3x, x> 4
75. = ’
g) {2x —5 x<4
cosx — 1 <0
76. f(x) = X ’
Sx, x>0

En los ejercicios 77 a 80, describir el o los intervalos en los que la
funcién es continua.

X
77. f(x) = m 78. f(x) =xJ/x+3
y "
1+ 4T
0577 (_3’ o) 2
— ——x WH—HX
_2 2 4 -4 2 4
1k —4 +
1
79. = sec ™ 80. _
169 = sec ™ o) =
y y
1 .
) ,
! | ‘ } X 2+

fﬂF Redaccion En los ejercicios 81 y 82, utilizar una herramienta

de graficacion para representar la funcién en el intervalo [—4, 4].
;Parece continua en este intervalo la grafica de la funcién? (Es
continua la funcion en [—4, 4]? Escribir unas lineas sobre la im-
portancia de examinar una funcién analiticamente, ademas de
hacerlo de manera grafica.

8L f) = 82 f) =" 2

Redaccion En los ejercicios 83 a 86, explicar por qué la funcién
tiene un cero en el intervalo dado.

Funcion Intervalo
83. f(x) = 12x -x3+4 [1,2]
84. flx)=x*+5x—3 [0, 1]
85. f(x) =x2—2—cosx [0, 7]

86. f(x) = —*+tan<10) [1.4]



FlF En los ejercicios 87 a 90, utilizar el teorema del valor intermedio y

una herramienta de graficacion para estimar el cero de la funcion
en el intervalo [0, 1]. Realizar acercamientos de forma repetida en
la grafica de la funcién con el fin de determinar el cero con una
precision de dos cifras decimales. Emplear la funcién cero o raiz
de su herramienta de graficacién para estimar el cero con una
precision de cuatro cifras decimales.

87. flx)=xX+x—-1

88. flx)=x*+5x-3
89. g(t) =2cost — 3t

90. h(0) =1+ 60— 3tan 6

En los ejercicios 91 a 94, verificar que el teorema del valor inter-
medio es aplicable al intervalo indicado y encontrar el valor de ¢
garantizado por el teorema.

91. f(x) =x2+x—1, [0, 5], flo)=11

92. f(x) =x%— 6x + 8, [0, 3], fle)=0

93. f)=x-x2+x—-2, [0,3], flc)=4
2

94. f(x) = ); _+1x B 4], fley=6

Desarrollo de conceptos

95. En cada una de las graficas siguientes especificar como se
destruye la continuidad en x = c:

a) y by 7
S -
c) y d vy

af---e--

96. Esbozar la grafica de cualquier funcién f'tal que:

lim f(x) =1 y

x—3%

lim f(x) = 0.
x—37
(Esta funcion es continua en x = 3? Explicar la respuesta.

97. Si las funciones f'y g son continuas para todos los x reales,
.f + g es siempre continua para todos los x reales? (f/g es
siempre continua para todos los x reales? Si alguna no es con-
tinua, elaborar un ejemplo para verificar la conclusién.

SECCION 1.4

Continuidad y limites laterales o unilaterales 81

Para discusion

98. Describir la diferencia que existe entre una discontinuidad
removible y una no removible. En la explicacion, incluir
ejemplos de las siguientes descripciones:

a) Una funcién con una discontinuidad no evitable en

x=4.
b) Una funcién con una discontinuidad evitable en
x = —4.

¢) Una funcién que cuenta con las dos caracteristicas
descritas en los incisos a) y b).

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

99. Si lim f(x)=L y f(c) = L, entonces f es continua en c.

100. Sifix) = g(x) parax # cy f(c) # g(c), entonces ya sea f 0 g no
es continua en c.

101. En una funcién racional puede haber infinitos valores de x en
los que no es continua.

102. La funcién f(x) = |x — 1]|/(x — 1) es continua en (—00, 00).

103. Piscina Todos los dias se disuelven 28 onzas de cloro en el
agua de una piscina. En la grafica se muestra la cantidad de cloro
(1) en esa agua luego de ¢ dias.

140
112

56
28 \O\;\O\o
—t——t——1—F— ¢

‘ 1 2 3 4 5 6 7

Estimar e interpretar lim f(¢) y lim f(z).
1—4- 1—4+

104. Para pensar Describir en qué difieren las funciones

Sy =3+ [«
y
gx)=3— I[*xﬂ.

105. Tarifas telefonicas Una llamada de larga distancia entre dos
ciudades cuesta $0.40 los primeros 10 minutos y $0.05 por cada
minuto o fraccién adicional. Utilizar la funcién parte entera o
mayor entero para expresar el costo C de una llamada en términos
del tiempo ¢ (en minutos). Dibujar la grafica de esta funcién y
analizar su continuidad.
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

CAPITULO 1 Limites y sus propiedades

Gestion de inventarios El nimero de unidades en inventario
en una pequefla empresa estd dado por

N() = 25(2”%]] - t)

donde ¢ representa el tiempo en meses. Dibujar la gréifica de
esta funcion y analizar su continuidad. ;Con qué frecuencia la
empresa debe reponer existencias?

Déja vu Un sdbado a las 8:00 de la mafana, un hombre
comienza a subir corriendo la ladera de una montafia hacia
su campamento de fin de semana. El domingo a las 8:00 de la
mafiana baja corriendo la montafia. Tarda 20 minutos en subir y
s6lo 10 en bajar. En cierto punto del camino de bajada, el hombre
se da cuenta de que pasé por el mismo lugar a la misma hora el
sabado. Demostrar que el hombre estd en lo cierto. [Sugerencia:
Considerar que s(#) y r(¢) son las funciones de posicion de subida
y bajada y aplicar el teorema del valor intermedio a la funcién

S = s(t) — r(1).]

Sébado 8:00 de la mafiana Domingo 8:00 de la mafiana

Volumen Utilizar el teorema del valor intermedio para demos-
trar que entre todas las esferas cuyos radios pertenecen al intervalo
[5, 8] hay una con un volumen de 1500 centimetros cibicos.

Demostrar que si f'es continua y carece de ceros en [a, b], en-
tonces
f(x) > 0 para todo x en [a, b] o fix) < 0 para todo x en [a, b].

Demostrar que la funcién de Dirichlet

0, sixesracional
1, sixesirracional

) = {

no es continua para ningin nimero real.

Demostrar que la funcién

0, sixesracional
kx, sixes irracional

&) ={

es continua sélo en x = 0 (suponer que k es cualquier nimero
real distinto de cero).

La funcion signo se define como

-1, x< O
sgn(x) =40, x=0
1, x> 0.

Construir la grafica de sgn(x) y calcular los siguientes limites
(si es posible).

a) 11’1})17 sgn(x)  b) lir(r)1+ sgn(x) ¢ HII(l) sgn (x)

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.
120.

H’b)

Modelo matemdtico La tabla recoge valores de la velocidad
S (en pies/s) de un objeto tras caer ¢ segundos.

t |0 5 10 15 20 25 30

S | 0| 482 | 535 552 | 559 | 562 | 56.3

a) Construir la curva con los datos.
b) Parece existir una velocidad limite para el objeto? En caso
afirmativo, identificar una posible causa.

Elaboracion de modelos Un nadador cruza una piscina de una
anchura b nadando en linea recta desde (0, 0) hasta (2b, b) (ver
la figura).

(2b,b)

~— S ———

0,0

a) Seafuna funcién definida como la coordenada y del punto
sobre el lado mas largo de la piscina que se encuentra mas
cerca del nadador en cualquier momento dado durante su
trayecto a través de la piscina. Encontrar la funcién f'y
construir su grafica. ;Se trata de una funcién continua?
Explicar la respuesta.

b) Sea g la distancia minima entre el nadador y el lado mds
largo de la piscina. Encontrar la funcién g y construir
la grifica. (Se trata de una funcién continua? Explicar la
respuesta.

Encontrar todos los valores de ¢ tales que f sea continua en

(—00, 00).
1—x% x<c
flx) = {x, xX>c

Demostrar que para todo nimero real y existe un x en (— /2,
7/2) tal que tan x = y.

Sea f(x) = (Vx + ¢ — ¢)/x, ¢ > 0. ;Cudles el dominio de f?
(Cémo se puede definir fen x = 0 con el fin de que sea continua
en ese punto?

Demostrar que si lfn}) f(c+Ax)= f(c), entonces f es continua
Ax—>!
enc.

Analizar la continuidad de la funcién h(x) = x|x].

a) Sean f,(x) y f,(x) funciones continuas en el intervalo
[a, b]. Sif,(a) <f(a)y f,(b) > f,(b), demostrar que entre a
y b existe ¢ tal que f,(c) = f,(c).

Demostrar que existe ¢ en [0, g] tal que cos x = x. Utilizar
una herramienta de graficacién para estimar ¢ con tres
decimales.

Preparacion del examen Putnam

121. Afirmar o desmentir: si x y y son niimeros reales con y = 0
122. Encontrar todas las polinomiales P(x) tales que

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

yy( + 1) = (x + 1)? entonces y(y — 1) = x%.

P(x*+ 1) = (P)*+ 1y P@0) = 0.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, determinar si f(x) tiende a © 0 a —o© 15. f(x) = sz 16. f(x) = ;i
cuando x tiende a 4 por la izquierda y por la derecha. x*—4 x*+4
1 —1 _ t—1 _ 2s — 3
1. f(x) = — 2. f(x) = — 17. gt = e 18. h(s) = 2 s
2-2 24+ x
1 -1 19. W) = 5 20. ==
3. f(x) = (x _ 4)2 4. f(-x) = ()C _ 4)2 (X) )Cz —x—2 g(X) )Cz(l - x)
1
_ 4 B
En los ejercicios 5 a 8, determinar si f(x) tiende a © 0 a —© 2L T() =1~ ) 22. gl = 3x2 — 6x — 24
cuando x tiende a —2 por la izquierda y por la derecha. 3
23. ==
X 1 3. &) xX2+x—2
5 ,f(x)_2x2_4| 6. f(X)_)CJFZ 24 f(x)z 4x2+4x—24
) x* = 2x3 — 9x% + 18x
y 3 2
x+1 x*—4
\ st 25. 8 =77 26 0= e a2
o\ 2+ > 2
x> —2x — 15 1?2 — 2t
! £ . === . h(t) =
1 % } ﬁ‘x 2 f(X) x3*5x2+xf5 28 ([) 1‘4—16
L 29. f(x) = tan mx 30. f(x) = sec mx
L2 t tan 6
o3k 31. =— 32. =
= ) = —— 8(0) =%
X
7. 8. flx) = sec 4 En los ejercicios 33 a 36, determinar si la funcion tiene una asin-

tota vertical o una discontinuidad evitable (o removible) enx = —1.
Representar la funcién en una herramienta de graficacion para

} 3 K] 3\ confirmar la respuesta.
I I 1 I

1 1 1 : x2_1 X2_6.x_7
_é*_;*;*é x 33. f(X)—xJrl 4. flv) = P

1 D 1 _xr+1 _sen(x + 1)
NN R T

En los ejercicios 37 a 54, calcular el limite.
Anadlisis numérico y grdfico Enlos ejercicios 9 a 12, completar la
tabla para determinar si f(x) tiende a o© 0 a — o© cuando x tiende 37. lim

38. Iim

e Sy — 1)
a —3 por la izquierda y por la derecha, respectivamente. Utilizar ol = =)
una herramienta de graficacion para representar la funcion y ) X . 24x
corroborar la respuesta. 3. }i‘? x—2 40. xlirg 1—x
; x2 , x2
x -35 =31 | =301 | —3.001 AL lim oy 2. m 16
x+3 6x2+x—1
x Lo XE+S . Ot x— 1
f) 43. xilznr X+x—6 4. )H(IEIII}Z)* dx* —4x -3
x| —2999 | -299 | -29 | -25 P, & L S i X2
4. 2ol 2+ Dx—-1) 46. ll_rg x2
f&x)
1 1
47, lim (1 + 7> 48. Ifm <x2 - 7>
9. f(x) = 2-9 10. f(x) = 2-9 x—=07 , X x—=07 X
2 mx 49. |m — 50.  |im
1. f(x) = g 12. f(x) = sec " x—0* Senx x—(m/2)* COS X
51 iim Jx 52. \im x+2
En los ejercicios 13 a 32, encontrar las asintotas verticales (si las xom CSCx ¥=0 cotx
hay) de la grafica de la funcién. 53. Xgrlr}z X sec x 54. xLHlT} x? tan x

13, 00 = 1410 =




Pel:' En los ejercicios 55 a 58, utilizar una herramienta de graficacion
para representar la funcién y determinar el limite lateral.

¥ +x+1 -1

55. flx) = ﬁ 56. f(x) = m

lim f(x) lim f(x)

x—1" x—1

1 X

57. = 58. = A

) 2 25 flx) = sec 3

lim f(x) lim f(x)

x—5 x—4"

SECCION 1.5 Limites infinitos 89

a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando 6 es /6.
b) Determinar el ritmo o velocidad r cuando 6 es /3.
¢) Encontrar el limite de r cuando 6 — (/2)".

Desarrollo de conceptos

59. Con sus propias palabras, describir el significado de un limite

Para discusion

64. Dado un polinomio p(x), ;serd verdad que la grafica de una
p)

x—1
enx = 1?7 ;Por qué si o por qué no?

funcién dada por f(x) = tiene una asfntota vertical

65. Relatividad De acuerdo con la teoria de la relatividad, la masa
m de una particula depende de su velocidad v; es decir:

m=—20 A= 7.

V1 = (¥/c?)
donde m, es la masa cuando la particula estd en reposo y c es

la velocidad de la luz. Calcular el limite de la masa cuando v
tiende a c”.

66. Leyde Boyle Enun gas atemperatura constante, la presion P
es inversamente proporcional al volumen V. Calcular el limite
de P cuando V — 0".

67. Ritmo o velocidad de cambio Una patrulla estd estacionada a
50 pies de un gran almacén (ver la figura). La luz giratoria de
la parte superior del automdvil gira a un ritmo o velocidad de
3 revolucién por segundo. El ritmo o velocidad al que se desplaza
el haz de luz a lo largo de la pared es r = 5077 sec? 6 pies/s.

Figura para problema 67

infinito. ;Es ©© un nimero real? 68
60. Con sus propias palabras, describir el significado de la asin-

tota vertical de una gréfica.
61. Escribir una funcién racional con asintotas verticales en

x=6yenx= —2yunceroenx = 3.
62. ;Tiene toda funcidn racional una asintota vertical? Explicar

la respuesta.
63. Utilizar la grafica de 1a funcidn f(ver la figura) para construir

la gréfica de g(x) = 1/f(x) en el intervalo [—2, 3].

y
2 69.

Figura para problema 68

Ritmo o velocidad de cambio Una escalera de 25 pies de largo
estd apoyada en una casa (ver la figura). Si por alguna razén la
base de la escalera se aleja del muro a un ritmo de 2 pies por
segundo, la parte superior descenderd con un ritmo dado por

r= % pies/s

donde x es la distancia que hay entre la base de la escalera y
el muro.

a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 7 pies.
b) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 15 pies.
c¢) Encontrar el limite de » cuando x — 25°.

Velocidad media En un viaje de d millas hacia otra ciudad, la
velocidad media de un camién fue de x millas por hora. En el
viaje de regreso, su velocidad media fue de y millas por hora.
La velocidad media del viaje de ida y vuelta fue de 50 millas
por hora.

a) Verificar que y = T 2_5x 5 (Cudl es el dominio?

b) Completar la tabla.

x | 30 | 40 | 50 | 60

y

(Difieren los valores de y de los esperados? Explicar la
respuesta.

¢) Calcular el limite de y cuando x — 25* e interpretar el
resultado.

Andlisis numérico y grdfico Utilizar una herramienta de
graficacion a fin de completar la tabla para cada funcién y re-
presentar graficamente cada una de ellas con objeto de calcular
el limite. ;Cudl es el valor del limite cuando la potencia de x en
el denominador es mayor que 3?

x 1705]027] 01 001 | 0001 | 0.0001
Jx)
@) lim X — senx b) lim X — ienx
x—0" Py x—0" X
, X — senx , X — senx
C) xll)[}')k x3 d) xli%l* x*
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HF 71.

BE 72.

[rrovecro o rmaswo)

Graficas y limites de las funciones trigonométricas

CAPITULO 1 Limites y sus propiedades

Andlisis numérico y grdfico Considerar la region sombreada
que queda fuera del sector del circulo con radio de 10 m y dentro
del tridngulo rectdngulo de la figura.

0

10 m
a) Expresar el area A = f(6) de la regién en funcion de 6.
Determinar el dominio de esta funcién.
b) Utilizar una herramienta de graficacién para completar
la tabla y representar la funcién sobre el dominio apro-
piado.

0 0306 09 12 L5
f(6)

¢) Calcular el limite de A cuando 6 — (7/2)".

Andlisis numérico y grdfico Una banda en cruz conecta la
polea de 20 cm (10 cm de radio) de un motor eléctrico con
otra polea de 40 cm (20 cm de radio) de una sierra circular. El
motor eléctrico gira a 1700 revoluciones por minuto.

10 cm 20 cm

a) Determinar el nimero de revoluciones por minuto de la
sierra.

b) (Cdémo afecta el cruce de la banda a la sierra en relacién
con el motor?

¢) SeaLlalongitud total de la correa. Exprese L en funcién de
¢, donde ¢ se mide en radianes. ;Cuadl es el dominio de la
funcién? [Sugerencia: Sumar las longitudes de los tramos

¢Verdadero o falso?

rectos de la banda y las longitudes de la banda alrededor
de cada polea.]

d) Utilizar una herramienta de graficacién para completar la
tabla.

03 06|09 12|15

L

e) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién en un dominio apropiado.
) Calcularel Ilim L. Utilizar algin argumento geomé-
. ¢ (m/2)” o
trico como base de otro procedimiento para encontrar este
limite.
g) Calcular lim L.

$—0"

En los ejercicios 73 a 76, determinar si la

afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

73.

74.
75.

76.

77.

78.
79.

80.

Limites infinitos

La gréfica de una funcién racional tiene al menos una asintota
vertical.

Las funciones polinomiales carecen de asintotas verticales.

Las gréficas de funciones trigonométricas carecen de aisntotas
verticales.

Siftiene una asintota vertical en x = 0, entonces no esta definida
enx = 0.

Encontrar a continuacién las funciones f y g tales que
lim f(x) = oo y lim g(x) = oo, pero lim [ f(x) — g(x)] # 0.
X—c X—c xX—c

Demostrar las propiedades restantes del teorema 1.15.
1

Demostrar que si 1im f(x) = oo, entonces lim —— = 0.
x—c x—c f(x)
. 1 . .
Demostrar que si lim —— = 0, entonces el lim f(x) no existe.
x—c f ()C) x—c

En los ejercicios 81 y 82, usar la definicion £-6

de limite para demostrar lo afirmado

81.

1 1
Iim = oo 82. lim = —oo
x—=3tXx — 3 x5~ X — 5

Recordando, del teorema 1.9, que el limite de f{x) = (sen x)/x cuando
xtiendeaOes I:

a)

b)

)

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la funcion
fenelintervalo —7 = 0 = 7y explicar como ayuda esta grifica
a confirmar dicho teorema.

Explicar como podria usar una tabla de valores para confirmar
numéricamente el valor de este limite.

Dibujar a mano la gréfica de la funcién g(x) = sen x. Trazar
una recta tangente en el punto (0, 0) y estimar visualmente su
pendiente.

d)

e)

)

Sea (x, sen x) un punto en la gréfica de g cercano a (0, 0). Escri-
bir una férmula para la pendiente de la recta secante que une a
(x, sen x) con (0, 0). Evaluar esta férmula para x = 0.1 y
x = 0.01. Después encontrar la pendiente exacta de la recta
tangente a g en el punto (0, 0).

Dibujar la gréfica de la funcién coseno, /(x) = cos x. ;Cudl es la
pendiente de la recta tangente en el punto (0, 1)? Utilizar limites
para calcular analiticamente dicha pendiente.

Calcular la pendiente de la recta tangente a k(x) = tan x en el
punto (0, 0).




Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1y 2, determinar si el problema se puede resolver
usando conocimientos previos al calculo, o si se requiere el calculo.
Resolver el problema si se puede utilizar precalculo. En caso de que
sea necesario el calculo, explicar por qué. Encontrar la solucién
usando un método grafico o numérico.

1. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo largo de
la curvay = x%

2. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo largo de
larectay = 4x — 3.

En los ejercicios 3 y 4, completar la tabla y usar el resultado para
estimar el limite. Utilizar una herramienta de graficacién para
representar la funcion y corroborar el resultado.

X —-0.1 = —0.01 | —0.001 | 0.001 | 0.01 | 0.1
fx)
3. g Bt 222
x—0 X
. 4(\/x + 2 - ﬂ)
4. lln(l)f

En los ejercicios 5 a 8, encontrar el limite L. Después utilizar la
definiciéon -6 para demostrar que el limite es L.

5. lim (x + 4) 6. lim /x
x—1 x—9

7. 1 —x2 8. 1i
i (=) i o

En los ejercicios 9 y 10, utilizar la grafica para determinar cada
limite.

4x — x? —2x
9. h(x) = - olx) =
h(x) < 10. g(x) T3

y y
6 9+ |
4 6-- 3
4 s
T R
27 3 | 36
1 ‘

N -6

-1 L1 23 471\ —9-+ ﬁ

a) lfII(l) h(x) b) lim1 h(x) a) lfH% glx) b 11’11(1) g(x)

En los ejercicios 11 a 26, encontrar el limite (si existe).

11.  1im (x — 2)? 12, 1im (10 — x)*

xX—6 x—7
13. 1im 7 + 2 14. lim 3|y — 1|

t—4 y—4

t+2 t2—9

15. im —— 16. Ii

Am =g P

— — + i

17, 1 YX3 1L 18, 1m YATX—2

x4 x —4 x—0 X

Ejercicios de repaso 91

+1)] - J1+s) -
19, jim /D=1 20. 1 W/ VT+s) =1
x—0 X 5s—0 N
. x3+ 125 . x*2—4
21. XEIEIS x+5 2. xljg X+ 38
23. lim 1= cosx 24. Iim 4x
x—0 sen x x—m/4 tan x
. sen[(w/6) + Ax] — (1/2)
25. lim
Ax—0 Ax

[Sugerencia: sen(6 + ¢) = sen 6 cos ¢ + cos 0 sen ¢]

2. lim cos(m + Ax) + 1
Ax—0 Ax

[Sugerencia: cos(§ + ¢) = cos 6 cos ¢ — sen 6 sen ¢]

En los ejercicios 27 a 30, calcular el limite, dado que lim f(x) =
—iylimg(x) =5. o

27. lim [ f(x)g(x)] 28. lim FiG)
X—c X—cC g(x)
% Nmlf)+250] B I[P

Andlisis numérico, grdfico y analitico En los ejercicios 31 y 32, con-
siderar

lim £(x)

Completar la tabla para estimar el limite.

a)
de b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la

funcioén y usar la grafica para estimar el limite.
¢) Racionalizar el numerador y calcular de manera analitica el
valor exacto del limite.

x 1.1 | 1.01 | 1.001 | 1.0001
f&)

3. f(x) = 7"2)‘4__11_‘/§

32, fx) = lx_:s{;‘

[Sugerencia: a® — b> = (a — b)(a®> + ab + b?)]

Objeto en caida libre En los ejercicios 33 y 34, utilizar la funcién
posicion s(f) = —4.9 + 250, que da la altura en metros de un
objeto que cae libremente desde una altura de 250 metros. Su
velocidad en el instante ¢ = a segundos esta dada por

. sla) — s()
lim ————.
tsa a—1

33. Calcular la velocidad cuando ¢t = 4.

34. ;A qué velocidad golpeard el suelo?
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En los ejercicios 35 a 40, encontrar el limite (si lo hay). Si no existe
limite, explicar por qué.

35 im 23

x—=3" x — 3

36. 11’1121‘ [x = 1]

(x—2)2% x<2

37. lim , donde =
tim /). donde () {2_% =

38. 1lim g(x), donde g(x) = { Pmxxsld
x—>1" x+ 1, x> 1

39.  1im A(z), donde h(r) = {fg t1 o<l
=1 e+ 1), =1

40. lim_ f(s), donde f(s) = {—32 TR
s>=2 52+ 4s + 6, s> =2

En los ejercicios 41 a 52, determinar los intervalos en los que la
funcion es continua.

AL f() = —3¢ +7 2. f)=x-2
B ) = b+ 3] 4. g = F 2
5. f(x) =13xzx_—x1_2 7l

0, x=1
LICE NN
4. fl) = ()6_712)2 8. () = \/":I
9. fl)=— 0. g = 2L

51, flx) = csc 2=

5 52. f(x) = tan 2x

53. Determinar el valor de ¢ para el que la funcién es continua en
toda la recta de los nimeros reales.

x + 3, x <2
fx) =
cx+6, x>2
54. Determinar los valores de b y ¢ que hacen a la funcién continua
sobre toda la recta de los nimeros reales:

x+ 1, l<x<3
x2+bxt+e |x—2|21

f) —{

55. Utilizar el teorema de valor intermedio para demostrar que
f(x) = 2x* —3 tiene un cero en el intervalo [1, 2].

FlF 56. Costo de mensajeria El envio de un paquete por mensajeria

de Nueva York a Atlanta cuesta $12.80 por la primera libra y
$2.50 por cada libra o fraccién adicional. Utilizar la funcién
parte entera para elaborar un modelo que describa el costo C de
envio por mensajeria para un paquete de x libras. Utilizar una
herramienta de graficacion para representar la funcién y analizar
su continuidad.

2 _
57. Sea f(x) =ﬁ.
posible). .

Encontrar los siguientes limites (si es

@) lim f(x)
b)  lim f(x)
o) lim f(x)

58. Sea f(x)= x(x-1)
a) Encontrar el dominio de f.

b) Calcular ll’nog f(x).

¢) Calcular lir]rl f(x).

En los ejercicios 59 a 62, encontrar las asintotas verticales (si las
hay) de la grafica de la funcion.

4x

60. h(x) = m

2
. =1+=
59, glx) =1 B

61. flx) = ( 8 62. f(x) = csc mx

x — 10)2

En los ejercicios 63 a 74, encontrar el limite lateral (si existe).

2x2 4+ x+ 1
63. m ——————— 64. {
Jmo T R S e
. x+ 1 B x + 1
i 6
2420+ 1 2-2x+1
67. lim —— == 68. lim *—— T~
x—1- x—1 x——1" x+ 1
69. 1i < l) 70. i !
. lim (x — — . lim ———
x—0% x3 =2 3Ix2—4
7. lim sen 4x 72, 1im sec x
x—0*  Sx x—0" X
2
73, lim csc 2x 74, lim cos? x
x—0" X x—0 X

75. Medio ambiente Una central térmica quema carbén para
generar energia eléctrica. El costo C, en délares, de eliminar
p% de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones

de humo es
80 000p
= 2 70 <
C 100 — p° 0 < p < 100.

Calcular cudnto cuesta eliminar a) 15%, b) 50% y ¢) 90% de los
contaminantes. d) Encontrar el limite de C cuando p — 100~

76. La funcion festd definida como
tan 2
fO) =" 10

X

n 2x

ta ..
a) Encontrar lim (si existe).
x—0

b) (Puede definirse la funcién fen x = 0 de manera que sea
continua en ese punto?
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m Ejercicios

1. Explique con sus propias palabras cudl es el significado de la d) h(=3) e) lim h(x) f) 1im h(x)
ecuacion X0~ X0+
Ii h i) Ii
lim /) = 5 ¢ lim h(x) ) h(0) i) lim A(x)
' D A k) limA(x) D lim A(x)
(Es posible que se cumpla con esta proposicion y que ain s o
f(2) = 3 sea verdadero? Explique. y
2. Explique qué significa decir que TN
linll_ fx) =3 y 11’I’{1+ f)=17 /\U
En esta situacion, jes posible que lim,— f(x) exista? Explique. /
3. Explique el significado de cada una de las siguientes -4 | 210 2 4 6 X
proposiciones. ‘ ‘ T ‘ ‘ ‘
a) lim f(x) = o b) lim flx) = —o0
o o 1. Para la funcién g cuya gréfica estd dada, establezca el valor de
4, Utilice la grafica de f para establecer el valor de cada cantidad cada una de las siguientes cantidades si existe. Si no, explique
si ésta existe. Si no existe, explique por qué. por qué.
a) Xlir?— f(x) b) Klirg f(x) 9) 113 f(x) a) lfrg g(t) b) h’rgl g(1) c) h'n(} g(1)
d) f(2) e) lim f(x) f) f4) d) lim g(n) e) lim g(r) f) lim g(1
y g 9(2) h) lim g(z)
[ y

JHENR
5 ) ) [ 2] 4|
5. Para la funcién f cuya grafica esta dada, establezca el valor /
de cada una de las siguientes cantidades. Si no existe,
explique por qué. T
a) lim f(x) b) lim f(x) ¢ lim f (x)
! ? A 8. Para la funcién R cuya grifica se muestra, establezca lo
d) h’rrg f(x) e) f(3) siguiente.
a) lin} R(x) b) h’n} R(x)
y x— x—
¢) lim R(x) d) 1lim R(x)
L 14 x—=3" x—-3*
I e) Las ecuaciones de las asintotas verticales.
=2
\ ] Il
0 2 4 A \ // \
6. Para la funcién & cuya grafica estd dada, establezca el valor N -3 0 5 3 \A

de cada una de las siguientes cantidades. Si no existe, \ /
explique por qué. \ \ /
a) H{%, h(x) b) _11'rg+ h(x) © 11'11713 h(x) \ \ /

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



9. Para la funcién f cuya gréfica se muestra, establezca lo
siguiente.
a) lim_ f(x)
x—=7

d lim ()

f) Las ecuaciones de las asintotas verticales.

b) lim f() ¢ lim f(x)

e) lim f(x)

10. Un paciente recibe una inyeccién de 150 mg de un
medicamento cada 4 horas. La grifica muestra la cantidad
f(¢) del medicamento en el torrente sanguineo después de
t horas. Encuentre

lim f@) —y  lim f()

=127

y explique el significado de estos limites laterales.

BN
\\\\

11-12 Trace la grifica de cada una de las siguientes funciones y
utilicela para determinar los valores de a para los cuales
lim,_., f(x) existe.

1+x six<-—1
1. f(x) ={x? si —1lsx<1
2—x six=1

1 +senx six<<O0
12. f(x) = {cosx
sen x six >

si0=s=x=<m

13-14 Utilice la gréfica de la funcidn f para establecer el valor de
cada uno de los siguientes limites, si es que existen. Si no, explique

por qué.

a)  lim f(x) b)  lim f(x) ¢) lim f(x)

x2+x

W =Ts=

1
BS0= T

SECCION 2.2 LIMITE DE UNA FUNCION 97

15-18 Trace la gréfica de un ejemplo de una funcién f que cumpla
con todas las condiciones dadas.

15 lim f()=~1, lim f()=2, f(0)=1

16 1im /() =1, lim f()= -2, lim /(x) =2,
O =-1, f3) =1

7. lim () =4, lim f() =2, lim f(x) =2,
3 =3, f=2=1

18 lim /() =2, lim f()=0, lim f(x)=3,
lim f(x) =0, f(0)=2, f(4)=1

19-22 Conjeture el valor de cada uno de los siguientes limites (si
existen) evaluando la funcién dada en los nimeros propuestos (con
una precision de seis decimales).
x?—2x

19. lim —; s

=2 Xt —x — 2

x=125,2.1,205,2.01,2.005,2.001,

1.9,1.95,1.99,1.995,1.999

x* = 2x
20. lim ———,
et x2—x-2
x=0,-05,-0.9, —0.95,—0.99, —0.999,
-2,—15,—-1.1,—-1.01, —1.001

5t 1
21. lim < 1 =+05, +0.1, +0.01, +0.001, +0.0001

t—0 t

2+ hy —32
S G N 2

>

22. Ii

h—0

h ==05, 0.1, £0.01, £0.001, *=0.0001

23-26 Utilice una tabla de valores para estimar el valor de cada uno
de los siguientes limites. Si dispone usted de una calculadora o
computadora, utilicela para confirmar graficamente su resultado.

VJx+4 =2 tan 3x

23. lim 24, lim
x—0 X x—0 tan 5x
Coxt -1 L 9T =57
. lim . lim ——
10
—1 x° =1 x—0 X

A4 21. a) Por medio de la grafica de la funcién

f(x) = (cos 2x — cos x)/x* y un acercamiento al
punto donde la gréfica interseca el eje y, estime
el valor de lim,_¢ f(x).
b) Verifique su respuesta del inciso a) mediante la evaluacién
de f(x) para valores de x que tiendan a 0.
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28. a) Estime el valor de

sen x

lim
x—0 Sen X
graficando la funcién f(x) = (senx)/(senx). Exprese su
respuesta con una precision de dos decimales.
b) Verifique su respuesta del inciso a) evaluando f(x) para
valores de x que tiendan a 0.

29-37 Determine cada uno de los siguientes limites infinitos.

29.

31.

33.

35.

37.

x+2 x+ 2
lim 30. lim
—>-3tx + 3 —>-3"x + 3
2 —x e’
lim—— 32, lim ———
=1 (x — 1) =5 (x = 5)
11’r§1+ In(x? — 9) 34. lim cotx
; , x> —2x
Iim xcscx 36. lim —————
x—27" x—2- x° —4x + 4
o ox*—2x-—8
Iim ————

2t x2 = 5x + 6

38.

D]
1<

39.

Al 40

a.

[AM
AN

A 42

a) Encuentre las asintotas verticales de la funcién

x2+1

M T

b) Verifique su respuesta al inciso a) graficando la funcién.

. 1 1
Determine lim —; {
x—17 x° — 1

x—1+ _x3 —1

a) evaluando f(x) = 1/(x* — 1) para valores de x que
tiendan a 1, por el lado izquierdo y por el lado derecho.

b) razonando como en el ejemplo 9, y

¢) a partir de la gréfica de f.

. a) Por medio de la gréfica de la funcién f(x) = (tan4x)/xy

un acercamiento al punto donde la grafica interseca el eje y
estime el valor de lim, . f(x).

b) Verifique su respuesta del inciso a) para evaluar f(x) para
valores de x que tiendan a 0.

a) Estime el valor de 1im,_o (I + x)'”* con una precisién de
cinco decimales. ;Le parece conocido este niimero?
b) Ilustre el inciso a) graficando la funcién y = (1 + x)'"*

. a) Grafique la funcién f(x) = ¢* 4+ In|x — 4|para0 < x < 5.

(Piensa que la grafica es una buena representacién de f?
b) (Cémo conseguiria una grifica que represente mejor a f?

43.

44,

4 5.

46.

A a1.

A 4s.

a) Evalde la funcién f(x) = x> — (2%/1000) para x = 1, 0.8,
0.6, 0.4, 0.2, 0.1 y 0.05 e intuya el valor de

2X
lim | x> — ——
=0 1000

b) Evalie f(x) para x = 0.04, 0.02, 0.01, 0.005, 0.003 y 0.001.
Intuya otra vez.

a) Evalte h(x) = (tan x — x)/x* parax = 1, 0.5, 0.1, 0.05,

0.01 y 0.005.
tanx — x

b) Intuya el valor de }13(1) -7

¢) Evalude h(x) para sucesivos valores pequefios de x hasta que
finalmente alcance un valor de 0 para A(x). ;Aln confia
usted en que su conjetura en el inciso b) es correcta?
Explique por qué finalmente obtuvo valores 0. (En la
seccion 4.4 se explicara un método para evaluar el limite.)

d) Grafique la funcién & en un rectdngulo de vista [—1, 1] por
[0, 1]. Después haga un acercamiento hacia el punto donde
la grifica interseca el eje y, para estimar el limite de A(x)
cuando x tienda a 0. Contintie el acercamiento hasta que
observe distorsiones en la grafica de 4. Compare con los
resultados del inciso c).

Grafique la funcién f(x) = sen(7r/x) del ejemplo 4 en el
rectdngulo de vista [—1, 1] por [—1, 1]. Después haga
acercamientos al origen varias veces. Haga comentarios
relacionados con el comportamiento de esta funcién.

En la teoria de la relatividad, la masa de una particula con
velocidad v es

" 1 — v%/c?

donde m, es la masa de la particula en reposo y ¢ es la rapidez
de la luz. ;Qué pasa cuando v — ¢ ?

Utilice una grafica para estimar la ecuacién de todas las
asintotas verticales de la curva

y = tan(2 senx) —-T<xsT

Después, encuentre las ecuaciones exactas de estas asintotas.

a) Utilice evidencias numéricas y graficas para intuir el valor
del limite

b) (Qué tan cerca a 1 debe estar x para asegurar que la funcién
del inciso a) esta dentro de una distancia de 0.5 de este
limite?
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Para hacer esto, utilizamos lo que sabemos de la funcién seno. Ya que el seno de cualquier
numero estd entre —1 y 1, podemos afirmar que

—l=s=sen—=1
[4]

Cualquier desigualdad permanece valida cuando la multiplicamos por un nimero positivo.
Sabemos que x> = 0 para toda x, asi que multiplicando cada lado de la desigualdad en
por x2, obtenemos

1
—x? < x*sen— < x’
X
como se ilustra en la figura 8. Sabemos que
FIGURA 8 limx*=0 y  lim(-x*) =0
y =x%sen(l/x)
Tomando f(x) = —x?%, g(x) = x*sen(1/x) y h(x) = x? del teorema de la compresién, ob-
tenemos
a1
lim x“sen— = 0 |
x—0 X
m Ejercicios
1. Dado que 3-9 Evalde el limite y justifique cada paso indicando las leyes de
HH% f(x) =4 II/II% g(x) = -2 HH% h(x) =0 los limites apropiadas,

3. lim (5x° — 3x* + x — 6)
encuentre los limites que existen. Si el limite no existe, 3
explique por qué.

prane pord 4 Jim (¢ = 397 + 5r+ 3)

@) 1im [f() + 54(0)] b) Iim [g(0)]
3f(x) . -2 ]

fm +/ fm — 5 lim ————— 6. lim u*+ 3u + 6
©) llir% fx) d) PLI; g(x) fiIIlZ 2t =3t + 2 uLH}Z " “
&) 1im I ) tim I8 . P-2 Y\

=2 h(x) =2 f(x) 1. 1111;(1 + \/;)(2 — 6x* + x7) 8. }EIZI m

2. Las graficas de fy g estan dadas. Utilicelas para evaluar cada
limite si es que existe. Si el limite no existe, explique por qué. 9. Iim 2x2 + 1
5 5 J x—2 3x — 2
y=f(x) \ y=g(x)
. [
! ! 10. a) (Cudl es el error en la siguiente ecuacion?
i i oL XHx—6 +3
\ x—2 *

: : b) Considerando el inciso a), explique por qué la ecuacién

a) lim [f(x) + g(x)] b) 1im [(x) + g(x)]
2

. . fW lmeM:h’m Y+ 3
¢) lim [f(x)g(x)] ¢ lim <> lim ——— lim (x + 3)
e) lfH% [x*f(x)] f) h'n} V3 + f(x) es correcta.

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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36.

11-32 Evalte cada uno de los siguientes limites si éstos existen.

L x*—6x+5 ) x2 — 4x
1. lim—— 12. lim—————
x—5 x—35 x—4 x°— 3x — 4
2 _ + 2 __ 4
1. im0 . lim —————
X3 x—=35 x—-1 x°—3x — 4
3 -9 2P+ 3+ 1
15, Ifim —————— 16. lim ———————
—=32t"+ Tt + 3 x=-1 x°—2x — 3
-5+ h)?*—25 2+ h)P—38
17. h’m(—) 18. 11111#
h—0 h h—0 h
ox+2 oottt —1
19. lim ———— 20. lim —
—-2x" + 8 —1 10— 1
A9+ h =3 o o AAu+1-3
21, lim—— 22. lim
h—0 h u—2 u—2
1.1
T+ 2x + 1
2. If 2, lim ~—
x——4 4 + x x——1 x*—1
VI +Ht =1 —t 1 1
25. lim 26. 1im < -5 )
1—0 t =0 \ t -+t
4 - +h) =37
2. lim 7‘/;2 2. fim O =3
x—l6 16x — x h—0 h
1 1 JVx2+9 =5
29. lim | ——— — — 30. lim NATT T T
—o\t/1+1t t =4 x+4
1 1
 (x+ ) —x o (x+nP x?
AN lim——— 32. lim
H—0 h h—0 h
@ 33. a) Estime el valor de
X

34.

A 3.

lim

=0 /1 +3x — 1
graficando la funcién f(x) = x/(v/1 + 3x — 1).

b) Haga una tabla de valores de f(x) para x cercana a 0 e intuya
el valor del limite.

c¢) Utilice las leyes de los limites para probar que su conjetura
es correcta.

a) Ultilice la gréfica de

V3+x -3
f)=——"—"—
X

para estimar el valor de lim,_,, f(x) con dos decimales.
b) Utilice una tabla de valores de f(x) para estimar el limite

con cuatro decimales.
¢) Utilice las leyes de los limites para encontrar el valor exacto

del limite.

Utilice el teorema de la compresion para demostrar

que 1im, o (x* cos 207rx) = 0. Ilustre las funciones

f(x) = —x% g(x) = x*cos 207rx y h(x) = x* graficando en la
misma pantalla.

31.

38.

39.

40.

107

Utilice el teorema de la compresion para demostrar que

3 T
Iim /x3 + x> sen— =0
X

x—0

evidencidndolo con las gréficas de las funciones f, g y / (en la
notacién del teorema de la compresion), en la misma pantalla.

Sidx — 9 < f(x) < x> — 4x + 7 para x = 0, encuentre
11’@41 f(x).

Si 2x < g(x) < x* — x* + 2 para toda x, evalde lm} g(x).
= 0.

2
Demuestre que lim x*cos —
x—0 X

Demuestre que 1fr51+ Vx e @ =,
P od

41-46 Encuentre cada uno de los siguientes limites si éstos existen.
Si el limite no existe, explique por qué.

a.

45.

; . 2x+ 12
11m(2x+|x—3|) 42. lim ———
x—3 x—>—06 |)C + 6|
. 2x — 1 2= |x]
im ————— . lim
| 3 3 44, 1
=05~ | 2x% — X7 x—>-2 2+ x
) 1 1 3 1 1
Iim | —— +— 46. lim | — — —
x—07 \ x |x ‘ x—0F \ x |x|

47.

48.

49.

La funcion signo, denotada por sgn, estd definida por

-1 six<O0
sgnx = 0 six=0
1 six>0

a) Trace la gréfica de esta funcién
b) Encuentre cada uno de los siguientes limites o explique por
qué no existen.
i) lim sgnx ii) lim sgnx
x—0F x—0"

iii) 1im sgn x iv) lim |sgn x|
x—0 x—0

Sea

six <1

six =1

x?+1

a) Encuentre lim, .- f(x) y lim .+ f(x).
b) ¢(Existe lim ,—; f(x)?
c¢) Trace la gréfica de f.

xX2+x—6

Sea g(x) = e

a) Encuentre

i) lim g(x)

x—27F

ii) 11'1?7 g(x)

b) ¢Existe lim,—, g(x)?
c¢) Trace la gréfica de g.
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50. Sea -8
. 57. Si lim f -8 = 10, encuentre 1im f(x).
X si x <1 x>lx — x—1
) 3 six=1 . f(x) ..
x) = fm o8 = fmi
g 2 sil<x=<2 58. Si ELmO 2 5, encuentre cada uno de los siguientes limites.
x—3 six>2
a) lim f(x) b) lim M
L . . L. . . x—0 x—0 X
a) Evalie cada una de los siguientes limites si es que existen.
e s e 59. Si
i) lim g(x) i) lim g(x) i) g(1) , . )
oo =l . ) = X si xesracional
iv) I g(x) V) lim g(x) vi) lim g(x) fl = 0 si xes irracional

b) Trace la grifica de g. demuestre que 1fm, . f(x) = 0

51. a) Si el simbolo [ ] denota la funcién entero mayor definida en
el ejemplo 10, evalde:

i) lim [x] i) 1im [x] iii) 1im [x]

60. Demuestre por medio de un ejemplo que lim,—., [ f(x) + g(x)]
puede existir, aunque no existan 1im,_, f(x) ni Iim,_, g(x).

1. D i j 1 lim,_,
b) Sin es un entero, evalte 6 emuestre por medio de un ejemplo que lim,—, [ f(x) g(x)]

puede existir, aunque no existan lim,—, f(x) ni lim,_., g(x).

i) lim [x] i) lim [x]
xX—n xX—n 6 _ _ 2
¢) (Para qué valores de a lim,_., [x] existe? 62. Evalde lim s

=23 —x — 1

52. Sea f(x) = [cos x], —m<x < 7.

a) Trace la gréfica de f. 63. (Existe un nimero a tal que
b) Evalde cada uno de los siguientes limites si existen. 5
- ) B i ) ” 3x*tax+a+3
i) lim ii im m ————F
) 10 S ) v ()" S =2  x*+x—-2
iii) XJE£)+ ) iv) XLI’E}Z fx) exista? Si es asf, encuentre el valor de a y el valor del limite.
¢) (Para qué valores de a lim,—., f(x) existe? 64. La figura muestra una circunferencia C, con ecuacion
(x — 1)* + y* = 1 y una circunferencia C, que se contrae con
53. Si f(x) = [x] + [—x], muestre que lim__,, f(x) existe, pero no radio r y centro en el origen. P es el punto (0, r), Q es el punto
es igual a f(2). superior de interseccion de las dos circunferencias, y R es el

punto de interseccion de la recta PQ y el eje de las x. {Qué
pasa con R cuando C, se contrae, esto es, cuando r — 0*?

L=L0\/1_112/Cz Yy

expresa la longitud L de un objeto como funcién de su
velocidad v respecto a un observador, donde L, es la longitud P 0
del objeto en reposo y ¢ es la rapidez de la luz. Encuentre
lim,_..- L e interprete el resultado. ;Por qué es necesario
el limite lateral por la izquierda?

54. En la teoria de la relatividad, la formula de Contraccion de
Lorentz

G

55. Si p es una funcién polinomial, demuestre que 0 R X
lim_,, p(x) = p(a). G

56. Si r es una funcién racional, utilice el ejercicio 55 para demostrar
que lim r(x) = r(a) para todo nimero a en el dominio de r.

X—a

m La definicion precisa de limite

La definicidn intuitiva de limite dada en la seccion 2.2 es inadecuada para algunos propo-
sitos porque frases como “x es muy cercano a 2”’ y “f(x) se acerca mas y mds a L” son muy
vagas. A fin de demostrar convincentemente que

cos 5x
10000

x—0

lim <x3 + ) = 0.0001 0 lim =1

debemos precisar la definicién de limite.
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Esto dice que los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente grandes (mds grandes

y
que cualquier nimero M dado), tomando x suficientemente cercano a a (dentro de una
M y=M distancia 8§, donde 6 depende de M, pero con x # a). Una ilustracién geométrica se mues-
tra en la figura 10.
Dada cualquier recta horizontal y = M, podemos encontrar un nimero 8 > 0 tal que si
restringimos x al intervalo (@ — 8, a + 8), pero x # a, entonces la curva y = f(x) estd por
debajo de la recta y = M. Usted puede ver que si se elige un valor muy grande de M,
entonces se puede requerir un 6 muy pequeio.
0 / a \ X
a—06 a+td .. L 1
I FZEINE  Utilice la definicion 6, para demostrar que lim — = o
FIGURA 10 , X
SOLUCION Sea M un nidmero positivo dado. Queremos encontrar un nimero 6 tal que
si. 0<|x| <8, entonces 1/x*>M
1 ) 1 1
Pero —>M = ’*r<— & |x| < —
X M VM
Asi que si elegimos § = 1/y/M y 0 < |x| < 8= 1/y/M , entonces 1/x* > M. Esto
muestra que 1/x* — o conforme x — 0. [
y Del mismo modo, la siguiente es una version precisa de la definicién 5 de la seccién 2.2.
-5 a+s Esto se ilustra en la figura 11.
N\
0 \ / * Definicion Sea f una funcién definida sobre algin intervalo abierto que contiene
el nimero a, excepto posiblemente en ¢ misma. Entonces
N y=N /
lim f(x) = —
FIGURA 11 significa que para todo nimero negativo N existe un ntimero positivo 0 tal que
si. 0<|x—a|<§, entonces f(x) <N
Ejercicios
1. Utilice la grafica de f para encontrar un nimero 0 tal que 2. Utilice la gréfica de f para encontrar un nimero 8 tal que
si |x—1]<34, entonces |f(x)—1]<02 si. 0<|x—3]<4é entonces |f(x)—2]<05
y Y .
1.2 2.5
1+———— -— 2—————
038 i L5 |
| |
| I
| I
! !
0 07 1 x 0 263 38 x

Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



3. Utilice la grafica dada de f(x) = \/; para encontrar un nimero

4, Utilice la grafica dada de f(x) = x? para encontrar un nimero 6

D]
<]
(=]

Y
<]
~

Y
<]
(2]

10.

o tal que
si. |x—4|<8, entonces |x —2]<04

y
y=vx
2.4
o
1.6 |
|
|
!
0 9 4'1 9 X

tal que
si. |x—1]<§, entonces |x>2—1|<;
y
.2
1.5 o
1< __________
|
0.5 |
!
0 ? i ? X

. Utilice una gréfica para encontrar un niimero 8 tal que

si < 8, entonces |tanx — 1] < 0.2

T
v
4

. Utilice una gréfica para encontrar un niimero 6 tal que

si |x— 1] <& entonces —-04|<0.1

2x
x2+4

. Para el limite

ll’n%(x3—3x+4)=6

ilustre la definicion 2 para encontrar valores de 6 que corres-
pondanae =0y e =0.1.

. Para el limite

2x __ 1
lim =2
x—0 X
ilustre la definicién 2 para encontrar valores de 6 que corres-
pondanae =05y e =0.1.

. Dado que lim,— > tan’x = o, ilustre la definicién 6 para

encontrar valores de 6 que correspondan a a) M = 1000 y

b) M = 10000.
Utilice una grafica para encontrar un niimero 6 tal que
2
X
—> 100
Vx—35

si 5<x<5+ 6, entonces

1.

12,

13.

14.

SECCION 2.4 LA DEFINICION PRECISA DE LIMITE 117

Se requiere un tornero para fabricar un disco metdlico
circular con 1000 cm? de area.
a) (Qué radio produce tal disco?
b) Si al tornero se le permite una tolerancia de error
de =5 cm? en el drea del disco, {qué tan cercano al
radio ideal del inciso a) debe el tornero mantener el radio?
¢) En términos de la definicién &-8 de lim, ., f(x) = L,
(Qué es x? (Qué es f(x)? ;Qué es a? {Qué es L?
(Qué valor de ¢ se da? ;Cudl es el valor correspondiente
de 67

Un horno de confeccion de cristales, se utiliza en la
investigacion para determinar la mejor manera de fabricar
cristales que se usardn en las partes electrénicas de

los transbordadores espaciales. Para que el crecimiento

de los cristales sea el idoneo, la temperatura se tiene que
controlar exactamente ajustando la potencia de entrada.
Suponga que la relacién se representa con

T(w) = 0.1w> + 2.155w + 20

donde T es la temperatura en grados Celsius y w es la

potencia de entrada en watts.

a) ¢(Cudnta potencia se requiere para mantener la
temperatura a 200°C?

b) Si se permite una variacién de temperatura de
200°C *£1°C, (qué intervalo se potencia en watts se
permite para la potencia de entrada?

¢) De acuerdo con la definicién &-8 de lim,—., f(x) = L,
qué es x? ;Qué es f(x)? {Qué es a? ;Qué es L? ;Qué
valor de € se da? ;Cudl es el valor correspondiente
de 8?

a) Encuentre un ndmero & tal que si | x — 2| < §,
entonces | 4x — 8 | < g, donde £ = 0.1.
b) Repita el inciso a) con ¢ = 0.01.

Dado que lim,—.,(5x — 7) = 3, ilustre la definicién 2
encontrando valores de é que corresponden a € = 0.1,
e=0.05ye=0.01.

15-18 Demuestre cada una de las siguientes proposiciones
utilizando la definicién &-6 de limite e ildstrelo con un
diagrama como el de la figura 9.

15.

17.

lfn;l(l +ix)=2 16. lim (2x — 5) =3

lim (1 = 4x) = 13 18, lim (3x +5) = —1

19-32 Demuestre cada una de las siguientes proposiciones
utilizando la definicion &-6 de limite.

19.

21.

23.

25.

21.

29.

244
lim z - 2. lim (3 - 4x) = =5
2+ x—6 9 —4x?
m—— =t 2 5 2 lim — =6

=2 x— 2 x—-15 3 + 2x
limx=a 2. limc=c¢

lim x2 = 26. limx*=0

x—0 x—0

11’n(1)\x|=0 28. lirﬁr}ﬁ{‘/6+x=0

11’n;(x2—4x+5)=1 30. 1in%(x2+2x—7)=1
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3. lim (x> —1) =3 32 limx’ =38 sigue. Suponga que el limite es L. Tome € = 5 en la definicién

x—=2

x—2

de limite y trate de llegar a una contradiccion.]

39. Si la funcidn festd definida por

33. Verifique que otra posible eleccion de § para mostrar que
lim, ;x> = 9 en el ejemplo 4 es § = min{2, &/8}. ) 0 si xes racional
fx) =
1

34. Verifique con argumentos geométricos que la mayor

si x es irracional

posible eleccién de § para demostrar que lim,.; x> = 9 es

§=+9 + ¢ — 3.

Demuestre que lim, o f(x) no existe.

SAC| 85. a) Para el limite 1im, ., (x> + x + 1) = 3, utilice una grifica 40. Comparando las definiciones 2, 3 y 4, demuestre el teorema 1

para encontrar un valor de 8 que corresponda a ¢ = 0.4. de la secci6n 2.3.

b) Utilizando un sistema algebraico computarizado para
resolver la ecuacién cibica x* + x + 1 = 3 + &, encuentre

41. ;Qué tan cerca a —3 tiene que tomar x de manera que

el mayor valor posible de 6 que funciona para cualquier

e > ( dado.

¢) Ponga € = 0.4 en su repuesta del inciso b) y compérelo con

su respuesta del inciso a).

X

42. Demuestre, utilizando la definicién 6, que 1im

y 1 --3 (x + 3)* N
36. Demuestre que o Y 2 43. Demuestre que 11’1})1+ Inx = —%,
37. Demuestre que lim Vx =a sia>0. 44. Suponga que lim,_., f(x) = © y lim,_., g(x) = ¢, donde ¢ es un

|:Sugerencia: utilice |f - \/67|=

38. Si H es la funcién de Heaviside definida en el ejemplo 6 en la
seccién 2.2, demuestre, utilizando la definicién 2, que 1im, .o H(z)
no existe. [Sugerencia: utilice una demostracién indirecta como

m Continuidad

ndmero real. Demuestre cada una de las siguientes proposiciones.

7}? " f' ] ) lim [/(x) + g(] = =

b) lim [/()g(0)] = = si ¢ >0

O lim [£()g()] = == si ¢ <0

Como se ilustra en la figura 1, si f'es continua,
entonces los puntos (x, f(x)) en la gréfica

de f tienden al punto (a, f(a)) sobre la grafica.
Asi que no existe ninguna brecha en la curva.

! y=7f)
fx) |
tiendea t f(a)
fla). f
0 e X
Cuando x tiende a a,
FIGURA 1

En la seccién 2.3, hemos visto que el limite de una funcién cuando x tiende a a, con fre-
cuencia se obtiene simplemente calculando el valor de la funcién en a. Las funciones con
esta propiedad son llamadas continuas en x = a. Veremos que la definicién matemadtica de
continuidad coincide notoriamente con el sentido de continuidad que la palabra tiene en el
lenguaje cotidiano. (Un proceso continuo es uno que se lleva a cabo gradualmente, sin
interrupcién o cambio brusco.)

E] Definicion Una funcién fes continua en un niimero x = a si

lim () = f(@)

Note que la definicién 1 requiere implicitamente tres cosas. Si f es continua en a,
entonces:

1. f(a) esta definida (esto es, a estd en el dominio de f)
2. 1im f(x) existe
3. lim f(x) = f(a)

La definicion indica que f'es continua en a si f(x) tiende a f(a) cuando x tiende a a. Asf,
una funcién continua f tiene la propiedad de que un pequefio cambio en x produce sélo un
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y Finalmente notamos que un limite infinito al infinito puede definirse como sigue. En la
" / figura 19 se muestra una ilustraciéon geométrica.
y=
M
@ Definicion ~ Sea f'una funcion definida sobre algtin intervalo (a, ). Entonces
0 N . lim f(x) = o
FIGURA 19 significa que para todo nimero positivo M existe un correspondiente nimero positivo
Iim f(x) = o N tal que
si x> N, entonces f)y>M

Definiciones similares se aplican cuando el simbolo % se reemplaza por —. (Véase el
ejercicio 74.)

m Ejercicios

1. Explique con sus propias palabras el significado de cada uno de
los siguientes limites

a) 11’1130 fx)=5 b) ll'ij flx) =3 ’ \

e) 11’m+ g(x) f) Las ecuaciones de las asintotas
x—2

2. a) (Puede la grifica de y = f(x) intersecar una asintota \
vertical? ;Puede intersecar una asintota horizontal? 1 ~
Ilustre trazando graficas. A\

b) (Cudntas asintotas horizontales puede tener la grifica \ / ! \
de y = f(x)? Trace graficas que muestren las posibilidades.

/

3. Para la funcién f cuya gréfica estd dada, establezca lo siguiente:
a) lim f(x) b) lim f(x)

) h 5-10 Trace la grafica de un ejemplo de una funcién f que satisfaga
©) )1{13} S 9 }112 f) todas las condiciones dadas

e) Las ecuaciones de las asintotas . . )
5. hn(l)f(x) = -, lim f(x) =35, limf(x) = =5

N 6. lim f(x) = o, 1im_f(x) =, 1lim_f(x) = —o=,
J\ lim f(x) =0, limf(x) =0, f(0)=0
™ A , , ,
7. lm% fx) = =, lim f(x) =, lim f(x) =0,
/! \ lim f(x) =%, lim f(x) = —=
\ ~_l x—0" x—0"
\l/ 8. lim f(x) = 3, hr? f(x) = o, 11'1?+ f(x) = —oo, fes impar
9. f(0)=3, lim f(x) =4, lim f(x) =2,
4. Para la funcién g cuya gréfica esta dada, establezca lo Xlirflx f) = =, Ilirf} fx) = =, }i‘i& fx) =,
siguiente. lim f(x) = 3
a) lfm g(x) b) lim g(x) o
A o 10. h’rr% f(x) = —oo, 1im f(x) =2, f(0)=0, fespar
¢) lim g(x) d) lim g(x) ) o

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



A 1. Conjeture el valor del limite

2
Iim —
x—w 2%
evaluando la funcién f(x) = x?/2*parax =0, 1,2, 3, 4, 5, 6,
7, 8,9, 10, 20, 50 y 100. Después, utilice una grafica de f para
respaldar su conjetura.

12

a) Utilice la gréfica de

1) = <1 - 2>x
X

para estimar el valor de 1im, ... f(x) con una aproximacién
de dos cifras decimales.

b) Utilice una tabla de valores de f(x) para estimar el limite
con una aproximacion de cuatro cifras decimales.

13-14 Evalte el limite y justifique cada paso indicando las
propiedades adecuadas de los limites.

3’ —x+4 12x% = 5x + 2
13, lim ———— 1, lim | 22 2
x—= 2x° + 5x — 8 x—e \[ 1 + 4x° + 3x°

15-38 Encuentre el limite o demuestre que no existe.

o 3x =2 i 1 —x?
15. lim 16. lim —
x—o 2x + 1 x—e x” —x + 1
x—2 4x3 + 6x2 =2

17. lim 22 18. I
il A —4x + 5

r— 1

B Ly T}
3 x* + 1) ) x?
21. lim 22. lim

e (x — 1)%(x* + x) =\ fxd 4+ ]
VOx6 — x

Bl i
25. lim (v/9x2 + x — 3x) 2. lim (x + /x? + 2x)

x>0 x—>—

27. lim (Vx2 + ax — /x> + bx) 28. lim /x2 + 1

x—>02 x—>%

4 _ 3 2 +
29, Ifm > % 30.

lim(e™ + 2 cos 3x
e xT—x 42 «Hx( )

1+ x°
31. XLI’III:X:(.)C4 + xs) 32. xlj}r{lx m

et —e
33. i t * 34. 11
lim arc an(e”) lim =
1 —e" sen’x
35, lim —— 36. lim
x—w | 4+ 2e* x—= x2 + 1
37. lim (e ** cos x) 38, 11’r(r)1+ tan”'(In x)

SECCION 2.6  LIMITES AL INFINITO, ASINTOTAS HORIZONTALES 1M

ﬁ 39. a) Estime el valor de

lim (\/x2 +x+1 +x)

x——%

dibujando la gréfica de la funcién

x2+x+1+x

flx) =

b) Utilice una tabla de valores de f(x) para conjeturar el valor
del limite.
c) Pruebe que su conjetura es correcta.

{4 40. a) Utilice la gréfica de

FX)=/3x2+8x+6 —3x2 + 3x + 1

para estimar el valor de lim, .. f(x) con una aproximacion
de una cifra decimal.

b) Utilice una tabla de valores de f(x) para estimar el limite
con una aproximacion de cuatro cifras decimales.

¢) Halle el valor exacto del limite.

41-46 Encuentre las asintotas horizontal y vertical de cada curva. Si
tiene un dispositivo graficador, verifique su trabajo graficando la
curva y estimando las asintotas.

n _2x+1 2y — x2+1
Y -2 T S -2
B 2+ x—1 u 1+t

i 24+ x—2 Y x?—x*

R P p——

- x2—6x+5 Y et —5

47. Estime la asintota horizontal de la funcién

3x3 + 500x2
x>+ 500x2 + 100x + 2000

f) =

mediante la grafica de f para —10 < x < 10. Después obtenga
la ecuacidn de la asintota evaluando el limite. ;Cémo explica la
discrepancia?

{4 48. a) Grafique la funcién

V2x2+ 1
o) =Y T
fo) =——=
(Cuantas asintotas horizontales y verticales observa?
Utilice la gréfica para estimar el valor de los limites

V2x2 4+ 1 V2x2 + 1
lim ———— y lim ——
x—» 3x — 5 x—-» 3x — 5
b) Calcule algunos valores de f(x) y proporcione estimaciones
numéricas de los limites del inciso a).
¢) Calcule los valores exactos de los limites en el inciso a).
(Obtiene el mismo valor o valores diferentes de esos dos
limites? [En relacién con su respuesta al inciso a), tendrd
que verificar su cdlculo para el segundo limite.]



142

49.

50.

51.

CAPITULO 2 LIMITES Y DERIVADAS

Encuentre una férmula para una funcién f que satisfaga las
condiciones siguientes:

lim f(x) =0, limf() = f@2)=0,
lim f(x) =2, lim f(x) = —=

Proponga una férmula para una funcién que tiene asintotas
verticales x = 1 y x = 3 y asintota horizontal y = 1.

Una funcién f'es un cociente de funciones cuadrdticas y tiene
una asintota vertical x = 4 y una interseccion de x en x = 1.

Se sabe que ftiene una discontinuidad removibleen x = —1y
lim,_. -, f(x) = 2. Evalde
a) f(0) b) lim f(x)

52-56 Determine los limites cuando x — %y cuando x — —o°.
Utilice esta informacién junto con las intersecciones para esbozar
la grafica como en el ejemplo 12.

52.
54.
55.
56.

y=2x*—x* 53, y=x* —x°
y=xx+2)>*(x—1)
y=03—x1 + X1 — x)*

y=x*x>—1*x +2)

57.

58.

59.

60.

cnx

S
a) Utilice el teorema de la compresion para evaluar 1im
x—>%© X

b) Grafique f(x) = (sen x)/x. ;Cudntas veces cruza la gréfica la
asintota?

Por el comportamiento al final de una funcién entenderemos

una descripcién de lo que sucede con sus valores cuando

x — » y amedida que x — —®

a) Describa y compare el comportamiento al final de las
funciones

P(x) = 3x% — 5x% + 2x 0(x) = 3x3

graficando las dos funciones en los rectdngulos de vista
[=2, 2] por [-2, 2] y [ 10, 10] por [—10000, 10000].

b) Se dice que dos funciones tienen el mismo comportamiento
al final si su cociente tiende a 1 cuando x — . Demuestre
que Py Q tienen el mismo comportamiento al final.

Sean Py Q dos polinomios. Encuentre
. P()
lim
2200

si el grado de P es a) menor que el grado de Q y b) mayor que
el grado de Q.

Haga un esbozo aproximado de la grifica de la curva y = x"
(n un entero) para los cinco casos siguientes:

)n=20 ii) n > 0, n impar
iii) n > 0, n par iv) n <0, n impar

v) n <0, n par

Después utilice estos esbozos para encontrar los limites
siguientes:

a) lim x” b) Ilim x"
x—0F x—0~
¢) lim x" d) lim x"

x—00 x—>—

61.

62.

63.

[AM
1]

A 64.

[ 65.

[AM

[AM

] 66.

67.

] 68.

Determine lim,_... f(x) si, para toda x > 1,

5vx

V=1

10e* — 21
— <flw <
2e*

a) Un depdsito contiene 5000 L de agua pura. Se bombea
salmuera que contiene 30 g de sal por litro de agua al
depdsito con una proporcién de 25L/min. Demuestre
que la concentracién de sal  minutos después (en gramos
por litro) es

30t

=00+

b) (Qué sucede con la concentracién cuando x — %?

En el capitulo 9 se demostrard que, segin ciertas hipotesis,
la velocidad »() de una gota de lluvia que cae, en el
instante 7, es

v(t) = v*(1 — e 9"")

donde g es la aceleracion debida a la gravedad y v* es la

velocidad final de la gota de lluvia.

a) Encuentre 1im,_... v(1).

b) Trace la grafica de v(r) si v* = 1m/sy g = 9.8m/s%
(Cudnto tiempo transcurre para que la velocidad de la gota
de agua alcance 99% de su velocidad final?

a) Mediante el trazo de y = ¢ /'° y y = 0.1 en una pantalla
comun, descubra cudnto tiene que aumentar x de modo que
e™10 < 0.1.

b) (Puede resolver el inciso a) sin un dispositivo de
graficacién?

Mediante una grafica determine un nimero N tal que

3x2+ 1

— 1.5
2x2 +x+ 1

si x > N, entonces < 0.05

En el caso del limite

Vax? + 1

=2
x+1

Iim

x—w

ilustre la definicién 7 mediante la determinacién de valores
de N que correspondan a € = 0.5y ¢ = 0.1.
[lustre la definicién 8 para el limite

Vax?+ 1

x+ 1

lim =-2
determinando valores de N que correspondan a ¢ = 0.5
ye=0.1.

[lustre la definicién 9 para el limite
2x + 1

Iim

= Jx + 1

oe}

calculando valores de N que correspondan a M = 100.
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una raiz debe estar entre 1.2 y 1.3. Una calculadora da, por ensayo y error,
f(1.22) = —0.007008 < 0 y f(1.23) = 0.056068 > 0

asi que la raiz estd en el intervalo (1.22, 1.23) [ |

Podemos utilizar una calculadora graficadora o computadora para ilustrar el uso del
teorema del valor intermedio en el ejemplo 10. La figura 10 muestra la gréfica de fen
el rectangulo de vista [—1, 3] por [ —3, 3], y puede usted ver que la grifica cruza el eje x
entre 1 y 2. La figura 11 muestra el resultado de un acercamiento en un rectdngulo de vista
[1.2, 1.3] por [—0.2, 0.2].

3 0.2

4 /_/ 3 1.2 13
-3 -0.2

FIGURA 10 FIGURA 11

De hecho, el teorema del valor intermedio desempefa un importante papel en el modo
en que funcionan estos dispositivos de graficaciéon. Una computadora calcula un niimero
finito de puntos de la grafica y activa los pixeles que contienen estos puntos calculados. Se
supone que la funcién es continua y toma todos los valores intermedios entre dos puntos
consecutivos. La computadora une los pixeles activando aquellos intermedios.

m Ejercicios

1. Escriba una ecuacién que exprese el hecho de que una funcién 4. A partir de la grafica de g, establezca los intervalos sobre los
fes continua en el nimero 4. que g es continua.

. . . . y
2. Si f'es continua sobre (—, »), ;qué puede decir acerca de su

grafica? \
.\

3. a) A partir de la grafica de f, establezca el nimero en el cual o °
fes discontinua y explique por qué. . . . . . .
b) Para cada uno de los nimeros que se obtuvieron en el inciso —4 2 2 4 6 g
a), determine si f'es continua por la derecha, por la izquierda

o por ninguno de los dos lados.

5-8 Dibuje la gréfica de una funcién f que es continua, a excepcion

Y de la discontinuidad sefialada.

5. Discontinua, pero continua por la derecha, en x = 2.

6. Discontinuidades en x = —1 y x = 4, pero continuas por la
izquierda en x = —1 y por la derecha en x = 4.

t t 0 t t t 1. Discontinuidad removible en x = 3, discontinuidad de salto
—4 -2 2 4 6 x enx—5

8. Ni por la izquierda ni por la derecha es continua en x = —2,

continua sélo por la izquierda en x = 2.

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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9. El peaje T que se cobra por conducir en un determinado tramo
de una carretera es de $5, excepto durante las horas pico (entre
las 7 y las 10 y entre las 16 y 19 horas) cuando el peaje
es de $7.

a) Esboce una grafica de 7 como una funcién del tiempo ¢,
medido en horas pasada la medianoche.

b) Analice las discontinuidades de esta funcién y su signifi-
cado para alguien que utiliza la carretera.

10. Explique por qué cada una de las siguientes funciones es conti-

nua o discontinua.

a) La temperatura en una localidad especifica como una
funcién del tiempo

b) La temperatura en un momento determinado como una
funcidn de la distancia al oeste de la ciudad de Nueva York

¢) La altitud sobre el nivel del mar como una funcién de la
distancia al oeste de la ciudad de Nueva York

d) El costo de transportarse en taxi como una funcién de la
distancia de traslado

e) La corriente en un circuito de iluminacién en una habitacidén
como una funcién del tiempo

11. Sif'y g son funciones continuas tales que g(2) = 6y
lim,—s [3f(x) + f(x)g(x)] = 36, encuentre f(2).

12-14 Utilice la definicién de continuidad y las propiedades de los
limites para demostrar que cada una de las siguientes funciones es
continua en el nimero dado x = a.

12 f(x) =3x* —5x+ yx2+ 4, a=2
13. f(x) = (x + 2x%)*, a= —1
2t — 3¢?

14. h(l) =ﬁ’ a=1

15-16 Ultilice la definicién de continuidad y las propiedades de los
limites para demostrar que cada una de las siguientes funciones es
continua sobre el intervalo dado.

2x + 3
15. f(x) = P

. (2,%)

16. g(x) =23 — x, (—%,3]

17-22 Explique por qué cada una de las siguientes funciones es dis-
continua en el nimero dado x = a. Dibuje la gréfica de la funcién.

a= —2

1 six=1
coS X six <O
0 six=0
1—x%* six>0

23-24 (Cémo podria “remover la discontinuidad” en cada una de
las siguientes funciones? En otras palabras, ;cémo redefiniria f(2)
a fin de que sean continuas en x = 2?

2 __ 72 3 8
rox-s 2. f(x) =~

B f() =" !

25-32 Utilizando los teoremas 4, 5, 7 y 9, explique por qué cada
una de las siguientes funciones es continua en todo nimero de su
dominio. Determine el dominio.

2x2—x— 1 x2+1
25 F(x) =——5— 26. G(x) = —5
) x?+1 ) 2x*—x—1
3 x — 2 eseﬂf
21. =0 28. R(t) = ——
oW x*=2 ® 2 + cos 7t
t
29. A(t) = arcsen(1 + 21) 30. B(x) = anx

32. N() =tan'(1 + ¢™)

M) = 1+~
X

33-34 Identifique las discontinuidades de cada una de las siguientes

funciones e ildstrelas con una grafica.

1

B.y=—"7-
Y 1+ e

34. y = In(tan’x)

35-38 Ultilice la continuidad para evaluar cada uno de los siguientes
limites.

54+ Jx

35. lim 36. lim sen(x + senx
x—4 /5 + x x—m ( )
37. lime* 38, Iim arctan| ———
. lime* ™ . 1im arctan
x—1 ¢ x—2 3.)62 — 6x

39-40 Demuestre que cada una de las siguientes funciones es
continua sobre (—o, o),

2 X osix<d
FO=1a six=1

senx six < /4

cosx six=mw/4

40. f(x) = {

41-43 Encuentre los ntimeros en los que fes discontinua. (En cud-
les de estos nimeros f'es continua por la derecha, por la izquierda o
por ninguna de las dos? Trace la gréfica de f.

I +x* six<O0
N fx)=492—-x si0<x=<2
(x —2)* six>2



x+1 six=<1
82, f(x) =14 1/x sil<x<3

VJx—3 six=3

x+2 six<O0
43. f(x) =4 e siosx<1
2—x six>1

44. La fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa
unitaria a una distancia r del centro del planeta es

GMr .
3 sir<R
F(r) =
GM .
3 si r=R
’

donde M es la masa de la Tierra, R su radio y G la constante
gravitacional. /Es F una funcién continua de r?

45. ;Para qué valor de la constante ¢ la funcion f es continua sobre
(=, »)?

ex?+2x six<?2
fx) =

X*—cx six=2

46. Encuentre los valores de a y b que hacen a f continua para

toda x.
x2—4 Lo
si
() = x—2 .
S = ax>—bx+3 si2=<x<3
2x —a+b six=3

47. ;Cuadl de las funciones f siguientes tiene discontinuidad remo-
vible en x = a? Si la discontinuidad es removible, determine
una funcién g que concuerde con f'para x 7 a y sea continua en

x=a.
4
-1
) fl)="—— a=1
x— 1
x3—x?=2x
b) flx) =—————, a=2
x—2

¢) f(x) =[senx], a=m=

48. Suponga que una funcién f es continua sobre [0, 1], excepto en
0.25 y que f(0) = 1y f(1) = 3. Sea N = 2. Trace dos posibles
graficas de f, una en que se muestre que f podria no satisfa-
cer la conclusion del teorema del valor intermedio y la otra
que muestre que f todavia podria satisfacer ese teorema (aun
cuando no satisfaga la hipétesis).

49. Sif(x) = x* + 10 sen x, demuestre que existe un nimero c tal
que f(c) = 1000.

50. Suponga que f es continua sobre [1, 5] y las tnicas soluciones
de la ecuacidén f(x) = 6 sonx = 1 y x = 4. Si f(2) = 8, expli-
que por qué f(3) > 6.

SECCION 2.5 CONTINUIDAD 129

51-54 Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que
existe una raiz en cada una de las ecuaciones dadas en el intervalo
especificado.

52 Jx=1-x, 0,1

54. senx = x> —x, (1,2)

Bl x* +x—3=0, (1,2
53. e*=3—2x, (0,1)

55-56 a) Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones

tiene cuando menos una raiz real.

b) Utilice su calculadora para hallar un intervalo de longitud 0.01
que contenga una raiz.

55. cos x = x° 56. Inx =3 — 2x

57-58 a) Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones

tiene cuando menos una raiz real.
b) Utilice un dispositivo de graficacion para encontrar la raiz
correcta hasta tres cifras decimales.

57. 100e ' = 0.01x? 58. arctanx = | — x

59. Demuestre que f es continua en a si 'y s6lo si
lim fla + k) = f(a)

60. Para demostrar que la funcién seno es continua necesita demos-
trar que lim,_., senx = sena para todo nimero real x = a.
Segtin el ejercicio 59, una proposicién equivalente es que

%in(l] sen(a + h) = sena

Aplique @ para demostrar que esto es cierto.
61. Demuestre que la funcién coseno es continua.
62. a) Demuestre el teorema 4, inciso 3.

b) Demuestre el teorema 4, inciso 5.

63. (Para qué valores de x es f continua?

() 0 si xesracional
X) = . . .
1 si xesirracional

64. ;Para qué valores de x es g continua?

0 si xesracional
glx) = . o
X si x es irracional

65. ;(Existe un nimero que es exactamente 1 mds que su cubo?

66. Si a y b son nimeros positivos, demuestre que la ecuacién

a b _
+2x2—-1 P +x-2

0

tiene por lo menos una solucidn en el intervalo (—1, 1).
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67. Demuestre que la funcién

¢) (Lo inverso de la proposicion del inciso b) también es
verdadero? En otras palabras, si | f| es continua, ;se deduce
que f'es continua? De ser asi, demuéstrelo. En caso de no

4 .
flx) = x*sen(1/) S% x#0 ser asi, halle un contraejemplo.
0 six=20
69. Un monje tibetano sale del monasterio a las 7:00 y emprende
. su camino habitual hacia la cima de la montafia, adonde llega
es continua sobre (—oo, ®) - .. . .
a las 19:00. La mafiana siguiente inicia el regreso desde la cima
68. a) Demuestre que la funcién valor absoluto F(x) = | x| es con- por la misma ruta a las 7:00 y llega al monasterio a las 19:00.
tinua para toda x. Mediante el teorema del valor intermedio demuestre que existe
b) Demuestre que si f'es una funcién continua sobre un un punto a lo largo de la ruta que el monje cruzard exactamente
intervalo, entonces también lo es | f|. a la misma hora en ambos dfas.

m Limites al infinito, asintotas horizontales

x f(x)

0 -1

*1 0
*2 0.600000
+3 0.800000
+4 0.882353
*5 0.923077
*10 0.980198
*50 0.999200
*100 0.999800
+1000 0.999998

FIGURA 1

En las secciones 2.2 y 2.4 se trataron los limites infinitos y las asintotas verticales. Ahi
aproximamos x a un nimero y vimos que los valores de y se vuelven arbitrariamente gran-
des (ya sean positivos o negativos). En esta seccion haremos x arbitrariamente grande en
magnitud y observaremos qué ocurre con y.

Empecemos por investigar el comportamiento de la funcién f definida por

xP—1

x2+1

flx) =

a medida que x se hace grande. La tabla al margen da valores de esta funcién con una
aproximacion de seis decimales, y en la figura 1 se ha trazado la grafica de f por medio de
la computadora.

Conforme x crece mds y mds, puede verse que los valores de f(x) se aproximan cada
vez mds a 1. De hecho, parece que puede acercar cuanto quiera los valores de f(x) a 1
eligiendo una x lo suficientemente grande. Esta situacion se expresa en forma simbdlica
escribiendo

oxt—1
im———=1
x—e x° 4+ 1
En general, utilizamos la notacién
lim f(x) = L
e

para indicar que los valores de f(x) tienden a L conforme x se hace mds y mds grande.

E Definicion Sea funa funcién definida sobre algtn intervalo (a, ). Entonces

lim f(x) = L

significa que los valores de f(x) pueden aproximarse arbitrariamente a L tanto como
desee, eligiendo a x suficientemente grande.
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9. a) Traslade la grafica 8 unidades hacia arriba.

b) Traslade la grafica 8 unidades a la izquierda.

c) Estire la gréfica verticalmente en un factor de 2, luego
traslddela 1 unidad hacia arriba.

d) Traslade la grafica 2 unidades a la derecha y 2 unidades
hacia abajo.

e) Refleje la gréfica alrededor del eje x.

f) Refleje la gréfica alrededor de la recta y = x (suponiendo
que f'es uno a uno).

1n. y 13. y
y= %(1 +e% /

1
,-,,,4 ,,,,,
0 x
15, .
S W R t=o
| 1
| 2
\X 0 X
|
17. a) Ninguna b) Impar c¢) Par d) Ninguna
19. @) (feg)(x) = In(x* = 9), (=, =3) U (3, )
b) (gof)(x) = (Inx)> =9, (0, =)
) (fof)x) =Inlnx, (1, )
d) (gog)(x) = (x* = 9)* = 9, (=, =)
21. y = 0.2493x — 423.4818; alrededor de 77.6 afios
B.1 5.9 b2 ol3 d
21. a) 1000 ~4.4 anos

0 10

1000 — P : . .
b) t=—In ~op ; el tiempo requerido para la poblacién

alcance un nidmero P.
¢) In 81 = 4.4 afos

PRINCIPIOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS = PAGINA 80

1. a = 4+/h*— 16/h, donde a es la longitud de la altura y
h es la longitud de la hipotenusa

3 -19

5.

9. a) y

-1
\/ 1 .

f(x)=max{x, 1/x}

b) ) ,
1 f(x)=max{sen x, cos x}
4 4 4
EA v o\ ¢
4 r
L —2/2
9] y

f(x)=max{x% 2 +x,2 — x}

1.5 1B.xe[-1,1-3)u(l+33]
15. 40 mi/h 19, fy(x) = x*""

CAPITULO 2

EJERCICIOS 2.1 m PAGINA 86

1. a) —44.4, —38.8, —27.8, —22.2, —16.6

b) —333 ¢) —331

3. a)) 2 i) L.111111 i) 1.010101 iv) 1.001001
v) 0.666667 vi) 0.909091 vii) 0.990099

viii) 0.999001 b) 1 c¢)y=x—3

5. a) i) —32 pies/s ii) —25.6 pies/s iii) —24.8 pies/s
iv) —24.16 pies/s b) —24 pies/s
7. a) i) 4.65m/s ii) 5.6 m/s
iv) 7m/s b) 6.3 m/s

9. a) 0, 1.7321, —1.0847, —2.7433, 43301, —2.8173, 0, —2.1651,
—2.6061, —5,3.4202; n0 ¢) —314

iii) 7.55 m/s

EJERCICIOS 2.2 m PAGINA 96

1. Si

3. a) lim,_._; f(x) = o significa que los valores de f(x) se

pueden hacer arbitrariamente grandes (tanto como se desee) al tomar
x suficientemente cerca de —3 (pero no igual a —3).



b) lim,_,+ f(x) = —oo significa que los valores de f(x) se
pueden hacer negativos arbitrariamente grandes al tomar x
suficientemente cerca de 4 hasta valores mayores a 4.
5a)2 byl «¢)4 d) Noexiste e) 3

7.a) =1 Db) =2 ¢) Noexiste d) 2 e) 0

f) No existe g 1 h) 3

9. a) —© b)ow ¢)oo d) —w e) ©
fHx=-T7,x=-3,x=0x=6

11. lfin f(x) existe para toda a excepto paraa = —1.

13.a)1 b0
15. )

¢) No existe.

9.2 2.5 2B.; 53 25.a) —15

29, —© 31. 33 —» 35, —© 37. x
39, —oo;
M. 2)2.71828 b) 6

—4 4

-2

43. a) 0.998000, 0.638259, 0.358484, 0.158680, 0.038851,
0.008928, 0.001465; 0

b) 0.000572, —0.000614, —0.000907, —0.000978, —0.000993,
—0.001000; —0.001

45. No importa las veces que haga acercamientos hacia el origen,
parece que la grafica estd formada por rectas casi verticales. Esto
indica oscilaciones cada vez més frecuentes cuando x — 0.

47. x = +0.90, =2.24; x = *sen '(7/4), * (7w — sen '(7/4))

EJERCICIOS 2.3 m PAGINA 106
1.a) =6 b) -8 ¢)2
e) Noexiste f) 0

d) —6

3105 5% 7390 9.3 1.4
13. Noexiste  15.2 172. =10  19. &
N.: B.—~ 51 2.5 29 -
31.3x 33 a,b: 3.7 4.6 43 —4
45. No existe
41. a) b) i) 1

i) —1

iii) No existe
iv) 1

APENDICE | RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR

49. a) i) 5 i) —5

b) No existe

51. a) i) —2 ii) Noexiste iii) —3
b) i) n — 1 1ii) n ¢) ano esun entero
57. 8 63. 15; —1

EJERCICIOS 2.4 = PAGINA 116

1. 0.1 (o cualquier nimero positivo mds pequefo)

3. 1.44 (o cualquier nimero positivo mas pequefio)

5. 0.0906 (o cualquier niimero positivo mas pequefio)
7. 0.011 (o cualquier nimero positivo mas pequefio)

9. a) 0.031 b) 0.010

11. a) /1000/7 cm b) Aproximadamente 0.0445
¢) Radio, drea 1/1000/7; 1000; 5; =0.0445

13. a) 0.025 b) 0.0025

35. a) 0.093 b) 8= (B¥? — 12)/(6B"?) — 1, donde
B =216 + 108e + 12+/336 + 324¢ + 8ls?

41. Menos de 0.1.

EJERCICIOS 2.5 m PAGINA 127

1. lim, 4 f(x) = f(4)

3. a) f(—4) no estd definida y lim f(x) [paraa = —2,2,y 4]
no existe e

b) —4, ninguno; —2, izquierda; 2, derecha; 4, derecha

5 / 1. y
‘ 0 3 5 x
0 2 X
\Q .
9. a) T
74 —o o
54——0 e—0 o—
0 710 1619 24 ¢

1. 4 17. f(—2) estd indefinida.

A69
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19. 11'11(1) f(x) no existe. 21. lfII(l) f(x) # £(0)

23. Define f(2) = 3. 25, (—oo, )

21. (-, J2) U (¥2,)  29.[-1,0]

31. (=%, —1] U (0, =)

3B.x=0 3
—4 4
-1
3.7 311
41. 0, izquierda 43. 0, derecha; 1, izquierda
¥
(Le)
(0,2),
(1,1
(0, 1)
o o x 0

45, 2 4. a) g(x) =x*+x*+x+1 b)glx)=x"+x
55. b) (0.86,0.87)  57. b) 70.347  63. Ninguna
65. Si

EJERCICIOS 2.6 = PAGINA 140

1. a) Cuando x es muy grande, f(x) tiende a 5.
b) Cuando x es muy negativa, f(x) tiende a 3.
3.a =2 b2 c¢)e d) —»

e) x=1,x=3,y=-2,y=2

5. y 7 y

1.0 133 153 1.0 19. -1 2.4

39.a),b) 2 My=2;x=2
3. y=2x=-2,x=1 45. x =5 4. y=3
49, f(x) =22;x 5.a)S b)5
x*(x — 3)
53, —oo, —o0 55, —oo, o

Y y

3
0] 1 X
57. a) 0 b) Un infinito de veces
1
-25 25
~0.5
59.2) 0 b) £ 61. 5
63. a) v* b) 12 ~047s
0 1
65. N = 15 6. N= —-6,N= —22
69. a) x> 100
EJERCICIOS 2.7 = PAGINA 150
fx) — f3)

1o L0210

b) lim

x—3 X — 3

3ag2 by=2x+1 o 6

-1

5.y=—8x+ 12 Ty=ix+3
9.a) 8¢ —6a®> b)y=2x+3,y=-8+19
) 10




1. a) derecha: 0 <7< 1y4 <t < 6;izquierda: 2 < r < 3;
depie; 1 <r<2y3<t<4

b) VI(_m:S)

0 1 t
T (segundos)

13. —24 pies/s

15. —2/a® m/s; =2 m/s; —1 m/s; —% m/s
17. '(0), 0, g'(4), 9'(2), g'(=2)

19. f(2) = 3:f'(2) =4

21. y
1
10 + + rl\
1 x
23. y=3x—1
25. a) —%;y=—%x+? b) 4
-1 ’6
-2
5 1
2]. 6a — 4 29— 3. -

" (a+3) V1= 2a
B f)=x"a=1lofx)=1+xa=0
3. f(x) =2%a=5
37. f(x) = cosx,a= mof(x) = cos(m + x),a=0
39. 1 m/s; I m/s

4. temperatura
(en °F)

mayor en magnitud
72

L —

0 1 2 tiempo
(en horas)

43. a) i) 23 millones/ano  ii) 20.5 millones/afio

iii) 16 millones/afio

b) 18.25 millones/afio  ¢) 17 millones/aio

45, a)i) $20.25/unidad ii) $20.05/unidad b) $20/unidad
47. a) La tasa a la que estd cambiando el costo por onza de oro
producido; délares por onza

b) cuando se producen 800 onzas de oro, el costo de produccién es

de $17/0z
¢) disminucién a corto plazo; aumentar a largo plazo

APENDICE | RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR AN

49. Larazén a la que estd cambiando la temperatura a las
8:00 a.m.; 3.75 °F/h

51. a) larazodn a la que la solubilidad del oxigeno cambia con
respecto a la temperatura del agua; (mg/L)/°C

b) S'(16) = —0.25; a medida que la temperatura aumenta
pasado 16°C, la solubilidad del oxigeno estd disminuyendo a
razén de 0.25(mg/L)/°C.

53. No existe

EJERCICIOS 2.8 = PAGINA 162

1.a) =02 b0 ¢ 1 d)2
eyl )0 g —02

> -1 O 1 2

339011 bIV ol dII
5. y 1. y

9. y 1. y
_% ; ,
— f
X

.0

13. a) Larazoén instantdnea de cambio de porcentaje de
capacidad total respecto al tiempo transcurrido en horas.

b) La razén de cambio de porcentaje
de plena capacidad estd
disminuyendo y acercdndose a 0.

404

20+

1963 a 1971

—0.03}L A A

1950 1960 1970 1980 1990
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17.

19.2) 0,1,2, 4

1

APENDICE |

RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR

L

0

X

f) =

b) —1,-2,—4 ¢) f(x) =2x

2. f'(x) =3 R R
2. f'(x) =2x — 6x% R, R

2]. g'(x) = DTS (
-7

29. —_—,
3 + 1)?

G'(t) =

-1

(=9, =3) U (=3, %), (=%, =3) U (=3, )

2. f(=5-18,R R

_w’ 9]7 (_m7 9)

N f(x) =42, R,R 33 a) fl(x) =4x°+2

35. a) Larazén a la que estd cambiando la tasa de desempleo,

en porcentaje de desempleados por ailo

b)

31
39.
a.

45,
47.

49

t U'() t U'(r)
1999 —-0.2 2004 —0.45
2000 0.25 2005 —0.45
2001 0.9 2006 —0.25
2002 0.65 2007 0.6
2003 —=0.15 2008 1.2
—4 (esquina); 0 (discontinuidad)
—1 (tangente vertical); 4 (esquina)
2
Derivable en —1;
5 1 no derivable en 0
—1
La=f,b=f",c=f"
a = aceleracion; b = velocidad; ¢ = posicién
6x + 2,6
] 4
3 fl(x) = 4x — 3x%,
T I Y
IANS! x) =4 — 6x,
y e\ . W
v £ = =6,
A =0
\\ 1%
WA
-7
a) sa

53, f/(x) = -1 six<6 y i
A FE RN 1] —
, x—6 0 6 X
0 f(x)=m ——
55. a) y b) toda x;
o) f'(x) = 2|x]

59. 63°

REPASO DEL CAPIiTULO 2 = PAGINA 166

Examen rapido Verdadero-Falso

1. Falso 3. Verdadero 5. Falso 7. Verdadero 9. Verdadero
11. Verdadero 13. Falso 15. Verdadero  17. Verdadero
19. Falso  21. Falso 23. Verdadero

Ejercicios
1. a) i) 3 i) O iii) Noexiste iv) 2
V) © vi) —o vii) 4 viil)) —1
b)y=4y=-1 ¢)x=0x=2 d) —3,0,2,4
31 52 1.3 9o 1.3 133
15. —o© 17. 2 19. /2 2. x=0,y=0 23. 1
29. a) i) 3 i) 0 iii) Noexiste iv) 0 v) 0 vi) 0
b) EnOy3 ¢ y
3

OT 3 x

3N R

3.a) -8 b)y=-8x+17

37.2) i) 3m/s i) 275 m/s i) 2.625 m/s
iv) 2.525m/s  b) 2.5 m/s

39.2) 10 b) y=10x— 16

Nval
av

-12

-4

41, a) latasa a la que el costo cambia respecto a la tasa de
interés; ddlares/(porcentaje por afio)

b) a medida que aumenta la tasa de interés pasado 10%, el costo
aumenta a una tasa de $1200/(porcentaje por afio)

¢) Siempre positivo.
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4. y 47. a) v(t) = 31> — 3,a() = 61 b) 12m/s’
f ¢) a(l) = 6 m/s*
49. a) V=53/P
b) —0.00212; raz6n de cambio instantanea del volumen con

0 X
respecto a la presién a 25 °C; m*/ kPa
51. (—2,21), (1, —6)
55. y=12x— 15, y=12x+ 17 51 y=1x—1
#.a) f() =36 =50 b (~5] (~=3) 5. (£2.4) B3 P()=x’—x+3 65 y=jx’ —jx+3
c) 6
67. No y
\f ] 2
3 ™ | 1 —
\
7
y=rfw/|° 1 *
-6
47. —4(discontinuidad), —1 (esquina), 2 (discontinuidad). 69. a) No derivableen 3 0 —3
5 (tangente vertical). 2x  si|x| >3
49. la tasa a la que estd cambiando el valor total de la de E.U. moneda ) = —2x si |x|<3

en circulacién en miles de millones de délares por afio; $22.2 miles

de millones/afio b) y y
5. 0 9 7 /r
| N\
PROBLEMAS ADICIONALES = PAGINA 170 3 3 x
1. % 3. —4 5. a) noexiste b) 1
L.y

T.a=31+1/5 9.2 1.b)Si ¢ Sino -3 0
B0 bl o f)=x>+1

MNy=2x>-x MB.a=-5b=2 1B.m=4>b=—4

EJERCICIOS 3.1 m PAGINA 181 EJERCICIOS 3.2 m PAGINA 189
1. a) Ver definicién del nimero e (pag. 180) 1. 1—-2x+6x2—8x% 3 f(x)=e"(x>+3x>+2x +2)
b) 0.99,1.03;2.7 < e < 2.8 1 —x 10

, ‘ , 5.y — .90 =——— 9 H'(u)=2u—1
3F(0)=0 5 f(=-2 1 f()=3—4 P Y0 =Gy (1) = 2u

’ — _ 2 ’ _ _3.-7/4 ’ — 6 14 9
9.9 (/x) 2x — 6x 11.g(/l) 2Il L 13. A'(s) = 60/s N F(y) =5+ = +—
15. R'(a) = 18a + 6 17. S'(p) =5p 7 =1 y y
19.y' =3¢ — & 2. h'(u) = 3Au’ + 2Bu + C 3 G- 2(—1* — 42 + 7)

2 3 LY = .Y =
By =5Vx+ T nn Biw@=2at (1 =27’ (t* =3 + 1)
x X\/x P b 3 P

21. H'(x) =3x>+ 3 —3x 2 — 3x* .y =e (14++2\{1/72 tptpvp) 19. yAC sz /o
29, u' = L + 1007 A=y B =

/ 1 : 1 3 2+ 1) (B + Ce")
31. 2/ = —10A/y" + Be® B.y=,x+; dex
35. Tangente: y = 2x + 2;normal: y = —sx + 2 5. f'(x) = (x* + ¢
3.y=3x—1 39 f'(x) =4x’ — 6x% + 2x 27. (x* + 4x¥e”; (x* + 8x* + 12x%)e”
M. a) c) 4x* — 9x? — 12x + 7 20% + 2x 5 , ,

50 100 9 ; Ny=35x—3

T+ 2% (1 + 2x)°

\/ 33.y=2x;y=*%x
3B.a) y=1x+1 b)
-3 5

5

| ]

—10 —40

43.f'(x) = 100x° + 25x* — 1, £"(x) = 900x® + 100x*
45, f'(x) =2 — Zx V4 fr(x) = x4 -0




