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Interpretaciéon geométrica de la derivada.

Calculo de la derivada a partir de la definicion (regla de los 4 pasos).
Continuidad y diferenciabilidad.

Reglas basicas de derivacion.

Regla de la cadena.

Derivadas trigonométricas.

Derivadas de funciones trigonométricas inversas.

Derivacion implicita.

Derivadas logaritmicas.




10. Derivacion logaritmica.
11. Teorema de Rolle.

12. Teorema de LaGrange.
13. Regla de L"Hopital.

2.7 Derivadas y razones de cambio

El problema de encontrar la recta tangente a una curva y el problema de encontrar
la velocidad de un objeto implican encontrar el mismo tipo de limite, como se vio en la
seccidn 2.1. Este tipo especial de limite se denomina derivada y se puede interpretar
como una razén de cambio en las ciencias naturales o sociales y en ingenieria.

B Tangentes

Si una curva C tiene la ecuacion y = f(x) y uno quiere encontrar la recta tangente a O
en el punto P(a, fla)), entonces considere un punto cercano ((x, f(x)), donde x # a, y
calcule la pendiente de la recta secante PO

_ f&) = fla)
Mipg =

X —a

Luego, acerque (?a P alo largo de la curva C, haciendo que x tienda a a. Si My, tiende a un
niimero m, entonces se define la tangente t como la recta que pasa por P con pendiente m.

(Esto equivale a decir que la recta tangente es la posicion limite de la recta secante P()
cuando () tiende a P. Véase la figura 1.)

m Definicién La recta tangente a la curva y = fix) en el punto Pla, fla)) es la
recta que pasa por P con pendiente

— 1 F) — fl@)
= lm

x—a X —da

slempre que este limite exista.

EJEMPLO 1 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la pardbola y = x* en el
punto P(1,1).

SOLUCION En este caso, a = 1 y fix) = x*, de modo que la pendiente es

=y k=1
m=lim————=lim———
x—1 x—1 = x — 1
o x—=Dx+1)
= lim
x—1 r—1

=h’2}{x—|—1}=1—|—1=2




Con la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta, se encuentra que la ecuacién
de la recta tangente en (1, 1) es

y—1=2x—-1) o y=2xr— 1 |
EJEMPLO 2 Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la hipérbola y =3/x, en el

punto (3, 1).

SOLUCION Sea fix) =3 ;‘x. Entonces, de acuerdo con la ecuacidn 2, la pendiente de la
tangente en (3, 1) es

f(3 4+ h) — f(3)

m=lim =
3, 3-(3+h
g 3t 3+h
o n]—% h o nl—lsrnl: h
—h 1 1

B N T
Por tanto una ecuacién de la tangente en el punto (3, 1) es
y—1=—3(x-13)
que se simplifica a x+3v—6=0

En la figura 4 se muestra la hipérbola y su tangente.

¥4
x+3y—6=0

=

FIGURA 4

1:1'"




posicion al posicion al
tiempo f=ga  tiempot=a+h

0 —_—

fla + k) — fla)
f— fla) —
f———fla+h) ——

FIGURA 5

Qa +h, fla+ h))

a+h)— fla
g = 1011 fl)
velocidad promedio
FIGURA 6

-

B Velocidades

En la seccién 2.1 se investigd el movimiento de una pelota que se dejé caer desde
la Torre CN, y se definié su velocidad como el limite del valor de las velocidades pro-
medio sobre periodos de tiempo cada vez mds cortos.

En general, suponga que un objeto se mueve a lo largo de una linea recta, de
acuerdo con una ecuacidn del movimiento s = f(t), donde 5 es el desplazamiento
(distancia dirigida) del objeto respecto al origen, en el tiempo . La funcién f que des-
cribe el movimiento se conoce como funcién de posicion del objeto. En el intervalo
de tiempo t = aat = a + h, el cambio en la posicidon es fla + h) — fla). (Véase la
figura 5.)

La velocidad promedio en este intervalo de tiempo es

desplazamiento  fla — h) — f(a)
tiempo B

velocidad promedio =

que es lo mismo que la pendiente de la recta secante P en la figura 6.

Suponga ahora que calcula las velocidades promedio sobre intervalos de tiempo
[a, @ + h] més y més cortos. En otras palabras, haga que h tienda a 0. Como en el ejem-
plo de la pelota que cae, se definié la velocidad (o velocidad instantinea) t{a) en el
instante t = a como el limite de estas velocidades promedio:

B fla + h) — fla)

vla) = lim h

Esto significa que la velocidad en el instante r = a es igual a la pendiente de la recta

tangente en P (compare las ecuaciones 2 y 3).
Abhora que sabe calcular limites, considere nuevamente el problema de la pelota que cae.

EJEMPLO 3 Suponga que se deja caer una pelota desde la plataforma superior de
observacion de la Torre CN, a 450 m sobre el nivel del suelo.

{a) ;Cudl es la velocidad de la pelota después de 5 segundos?

(b) ;Con qué rapidez cae cuando choca contra el suelo?

SOLUCION Se necesita encontrar la velocidad cuando ¢ = 5 y cuando la pelota golpea
el suelo, de tal manera que es conveniente determinar la velocidad en un tiempo

general t. Usando la ecuacién de movimiento s = f(f) = 4.9, se tiene

o) = fim

= lim = i
h—=0 h h

h—0 h

fle + h) — f(1) o 49(t + k) — 4.9
0 = lim

402+ 2th + h* — ) 49Q2th + h?)
m-——
—0 h




4082t + h
i FORER) e 400r + ) = 08¢
k=0 h =0
(a) La velocidad después de 5 segundos es 1{5) = (9.8)(5) = 49 m,/ 5.

{b) Puesto que la plataforma de observacién estd a 450 m sobre el nivel del suelo, la
pelota chocari contra el suelo en el instante ¢, cuando s(f) = 450, es decir,

4.9t = 450
Esto da
450 450
1 —
= t=/——=006s
49 7 V49
@ Definicidn La derivada de una funcién f en un nimero @, denotada por
f'la), es
f'(a) se lee “fprima de a”. . fla+h) — fla)
fla) = lim —————
h—=0 h

sl este limite existe.

Sise escribex = a + h, entonces h = x — a y h tiende a 0 s1 y solo s1.x tiende a a. Por
consigulente, una manera equivalente de expresar la definicién de la derivada, como se
vio en la bisqueda de rectas tangentes, es

5 o) = 1 T 1@
s=a x—a

EJEMPLO 4

Encuentre la derivada de la funcién fix) = x* — 8x + 9 en el nimero a.

SOLUCION De la definicidén 4 se tiene

Las definiciones 4 y 5 son equivalentes, fla) = lim M
asi que se puede usar cualquiera de h—0 h
los dos para calcular la derivada. En

la préctica, la definicidn 4 conduce a — 1 [(a+ AP — 8@+ h) + 9] — [a* — 8a + 9]
menudo a cdlculos mis simples. I h




a*+2ah+h*—8a—8h+9—a*+ 8 —9

h—0 h
2ah + h* — 8h
= lim = lim (2a + h — 8)
h—0 h h—0
=2a— 8

Se define la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P{a, fla)) como la recta que
pasa por P y tiene pendiente m, dada por la ecuacién 1 o 2. Ya que, por la definicién 4,
esta es la misma que la derivada f'(a), se puede decir lo siguiente.

La recta tangente a y = f(x) en (a, fla)) es la recta que pasa por (a. f(a)) cuya pen-
diente es igual a f'(a), la derivada de fen a.

51 utiliza la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta, se puede escribir la
ecuacidn de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, fla)):

y — fla) = fla)(x — a)

EJEMPLO 5 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la pardbolay = x* — 8x + 0
en el punto (3, —6).

l}.
u * SOLUCION Del ejemplo 4 se sabe que la derivada de fix) = x*— 8x + O en el
. (31_63

ntimero a es f'(a) = 2a — 8. Por tanto, la pendiente de la recta tangente en (3, —6) es
F'(3) = 2(3) — 8 = —2. Por lo que la ecuacidn de la recta tangente, que se muestra en
y=—2x la figura 7, es

FIGURA 7 y—(—6)=(-2)(x — 3) o y=—2x ]




2.7 EJERCICIOS

1. Una curva tiene la ecuacion v = fix).
{a) Escriba una expresion para la pendiente de la recta
secante que pasa por los puntos P(3, f(3)) v Qix, fx)).
(b) Escriba una expresion para la pendiente de la recta
tangente en P.

M 2. Tracela curva ¥y = e* en los rectingulos de vista [—1, 1]
por [0, 2], [—0.5.0.5] por [0.5, 1.5] ¥ [—0.1, 0.1] por
[0.9, 1.1]. ; Qué nota acerca de la curva cuando hace un
acercamiento hacia el punto (0, 1)?

3. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente ala
pardbola y = 4x — x?enel punto (1, 3)
(i) usando la definicidn I (ii) usando laecuacion 2
ib) Encuentre la ecuacidn de la recta tangente del
inciso (a).

M () Trace la grifica de la parbola y la recta tangente.
Como verificacidn de su trabajo, haga un acercamiento
hacia el punto (1, 3) hasta que la pardbola y la recta
tangente sean indistinguibles.

4, (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva
y=x— x*enel punto (1, 0)
(i) usando la definicidn 1 (ii) usando la ecuacidn 2
{b) Encuentre la ecuacién de la recta tangente del inciso (a).
H () Trace la curva y la recta tangente en rectingulos de
vista cada vez mis pequefios centrados en (1, 0) hasta
que parezcan coincidir la curva y la recta.

5-8 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de
las curvas siguientes en el punto dado.
5. y=4x—3x% (2.-4) 6. yv=x"-3x+1 (2.3

2x+1
7. ¥y= A | 8. v= . L1
y=Vx (L1 y=—7 1

9. (a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva
y=3+ 43 — 2x + 3enel punto donde x = a.
(b) Determine las ecuaciones de las rectas tangentes en los
puntos (1, 5}y (2, 3).
H ic) Trace la grafica de la curva y ambas rectas tangentes en
una misma pantalla.




27. Si fix) =3x" — 2%, encuentre f(1) y utilicela para encontrar
la ecuacion de la recta tangente a la curvay = 32 — Xen el
punto (1, 2).

28. 5igilx) = x* — 2 encuentre g"(1) y utilicela para encontrar
la ecuacidn de la recta tangente ala curvay = x* — 2 enel
punto (1, —1).

29, (a) SiFix) = ijf{l + x7), encuentre F'(2) y utilicela para
encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva
y = 5x/(1 + 22 en el punto (2. 2).
FH (b} Tlustre el inciso (a) al trazar la grifica de la curva y la
recta tangente en la misma pantalla.

30. (a) SiG(x)=4x® — 2%, encuentre G'(a) vy utilicela para
encontrar las rectas tangentes a la curvay = 42 — x’en
los puntos (2, 8) y (3, 9).
FH (b} Ilustre el inciso (a) al trazar la grifica de la curva y las
rectas tangentes en la misma pantalla.

31-36 Encuentre f'(a).

. fla)=3x"—dx + | 2. f(n=20+1t
2t + 1 .

33. fln = 3 34 flx)=x

35, f) = JT=2x 36, f(x) = ——

W1l—x

2.8 Laderivada como una funcion

En la seccidn anterior se considerd la derivada de una funcién f en un nimero fijo a:

m f;(a]zhli_.n% f(ﬂ+-‘;3_f(ﬂ}

Ahora se cambiard el punto de vista y hard que el niimero a varie. S1 en la ecuacién 1
reemplaza @ con una variable x, se obtiene

El filx) = ,!EI.TE flx+ h': — flx)

Dado cualquier mimero x para el cual este limite existe, asigne a x el nimero f'(x).
De modo que considere a f' como una nueva funcién, llamada derivada de fy defi-
nida por medio de la ecuacidn 2. Se sabe que el valor de ' en x, f'(x), se puede inter-
pretar geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la grifica de fen el
punto (x, fx)).




e

¥ = fix)

1

FIGURA 1

N

X

La funcién f' se conoce como derivada de f porque se ha “derivado” de f por medio
de la operacién de encontrar el limite en la ecuacidén 2. El dominio de f' es el conjunto
{x| f'(x) existe} y puede ser menor que el dominio de f

EJEMPLO 1 En la figura 1 se muestra la grafica de una funcién f. Utilicela para dibu-
jar la grifica de la derivada f'.

SOLUCION Se puede calcular el valor de la derivada, en cualquier valor de x, trazando
la tangente en el punto (x, f(x)) y estimando su pendiente. Por ejemplo, parax = 3,
trace la recta tangente en P de la figura 2(a) y estime su pendiente alrededor de %,
por tanto, f'(5) == 1.5. Esto nos permite situar el punto P'(3, 1.5) en la grifica de f'
directamente debajo de P. (La pendiente de la grifica de f se convierte en el valor de
y sobre la grifica de f'.) 5i repite este procedimiento en varios puntos, se obtiene la
grifica que se muestra en la figura 2(b). Observe que las tangentes en A, By C son
horizontales, de modo que la derivada es 0 ahi, ¥ la grafica de ' cruza el eje x (donde
y = 0) en los puntos A', B' y (', directamente debajo de A, By C. Entre A v B las
tangentes tienen pendiente positiva, por lo que f'(x) es positiva ahi. (La grifica estd
arriba del eje x.) Pero entre B y C las tangentes tienen pendiente negativa, de modo
que f'(x) ahi es negativa.

¥
B
l 0
m=10 m=
1+ y=flx)
A Pf mn#%
0 1 5 *
m=0
C
(a)
¥
P L)
14 P y=1
/ s
A | B c .
0 1 5 X

(b)




EJEMPLO 2

(a) Si fix) = x* — x, encuentre una férmula para f'(x).

SOLUCION

{a) Cuando se usa la ecuacién 2 para calcular una derivada, hay que recordar que la
variable es h ¥ que x se considera temporalmente como una constante durante el cél-
culo del limite.

fax+h —flx)  [(x+h)—(x+h]-[x*—x]
= lim

fo}:fEl—ﬂ h h—0 h
gy ¥+ 3+ 3k 4+ R —x—h— x4 x
_nlﬂlﬁ h

N+ R —h
= lim
h—0 h

=,Ei_tg{3x2+3xh+h2—l}=3x2—l

EJEMPLO 3 Si f(x) = +/x. encuentre la derivada de f, Indique el dominio de f".
SOLUCION

flx+h) — flx)
h

f'(x) = lim

i ,mu’x+ —Jx_

h—0 h

—l[m("&_‘_ — VX St h+x
B h Vi +h +x

(x+h) —x

TR+ )

) (Racionalice el numerador)

) h

w0 h(Jx + I + V%)
i 1 1 1

= lm = =
= S+ h 4+ S 2

Observe que f'(x) existe si x > 0, de modo que el dominio de f' es (0, o). Este es,
ligeramente menor que el dominio de f, que es [0, =),




1 —x
2+x

EJEMPLO 4 Encuentre f' si f(x) =

SOLUCION

flx + h) — filx)
h

1—[x+h]_ 1 —x
24 (x+h) 2+4=x
m
h—0 h

f'(x) = lim

(1l—x—h24+x)—(1—x)2+x+h)

h—0 R(2 +x+ h)(2 + x)
_ g (2—x—2h—x*—xh)— (2 —x+h —x*—xh)
= h(2 + x + )2 + %)
—3h -3 3

T T Rty AR i +hRty Q4+ m

B Otras notaciones

51 usa la notacién tradicional vy = f(x) para indicar que la variable independiente es
x v la dependiente es y, entonces algunas otras notaciones comunes para la derivada
son:

d d d
=y =2 =L = ) = Dfw) = Des

Los simbholos D y d,/ dx se llaman operadores de derivacién porque indican la operacién
de derivacién, que es el proceso de calcular una derivada.

El simbolo dy;{:ix, introducido por Leibniz, no se debe considerar como una razén
(por ahora); es sencillamente un sinénimo de f'(x). No obstante, es una notacidn qtil
y sugerente, en especial cuando se usa en la notacidén de incrementos. Con la ecuacidn
2.7.6, se puede reescribir la definicién de derivada en la notacién de Leibnmiz en la
forma

@ Definicién Una funcién fes derivable en a si f'(a) existe. Es derivable en
un intervalo abierto (a, b) [0 (a, ®) o (—w%, a) o (—ce, =)] si es derivable en todo
nimero del intervalo.




Si1 desea indicar el valor de una derivada dy /‘dx en la notacién de Leibniz en un mimero

especifico a, use la notacién

dy

dy
dx X=g v ax |z—a

que es un sindnimo para f'(a). La barra vertical significa “evaluar en”.

EJEMPLO 5 ;Dénde es derivable la funcién f(x) = |x|?

SOLUCION Six = 0, entonces | x| = x y se puede elegir h suficientemente pequefio de
modo que x + h = 0, de aqui que |x + h| = x + h. Por tanto, para x = () se tiene

o |x+h|—|x|_, (x+h) —x
09 = iy LBl 2D

h
=lim—=1Ilml =1
h—=0 h h—

y. por consiguiente, f es derivable para cualquier x = ().

De manera andloga, para x < 0 se tiene que |x| = —x y se puede elegir h suficien-
temente pequefia para que x + h < Oy, asi, |x + h|= —(x + h). Por tanto, para x < 0,

|x +h|— |x| = Ifm —(x+h) —(—x)

f[x]znh—l»rh h h—0 h
- —h _ . - _
T e =ot

por lo que fes derivable para cualgquier x < (.
Para x = () se debe investigar

vy 1o 0 + ) — f(0)
FO = fim

O+ h|—10 h
= lim | | | | = lim%L (s1 existe)

h—0 h h—0




’ Calcule por separado los limites por la izquierda y por la derecha:
|| _ o b _ _
l"111;‘1;5? 7 ﬁ]_].%]+ e lim 1=
0 X R —h _
y hl_l&gl_ — = lim W ]llEl (—1)=-1
(a) y=flx)=|x| . . . . .
Puesto que estos limites son diferentes, f'(0) no existe. Asi, fes derivable en toda x,
i excepto en x = 0.
| Una férmula para f' estd dada por
0 x a1 six=0
16 {—1 six<0

—‘_ -1
(b) y = f'fx) v su grifica se muestra en la figura 5(b). El hecho de que f'(0) no exista se refleja geo-
métricamente en el hecho de que la curva y = | x| no tiene una recta tangente en (0, 0).

FIGURAS [Véase la figura 5(a).] [ |

Tanto la continuidad como la derivabilidad son propiedades deseables para una fun-
cion. El teorema siguiente muestra cémo se relacionan estas propiedades.

@ Teorema 51 fes derivable en a, entonces fes continua en a.

B ;Como deja de ser derivable una funcién?

En el ejemplo 3 se vio que la funcidn y = |x| no es derivable en 0 v en la figura 5(a) se
muestra que su grifica cambia de direccién repentinamente cuando x = (. En general,
s1 la grdfica de una funcidn f tiene “esquinas™ o “picos”, la grifica de f no tiene recta
tangente en esos puntos v f no es derivable ahi. [Al intentar calcular f'(a), se encuentra
que los limites por la izquierda y por la derecha son diferentes. |

El teorema 4 da otra forma en que una funcién no tiene derivada. Este dice que s1fno
es continua en a, entonces f no es derivable en a. Por lo que, en cualquier discontinuidad
(por ejemplo, una discontinuidad de salto), fno es derivable.

Una tercera posibilidad es que la curva tenga una recta tangente vertical cuando x = a;
es decir, fes continua en a y

lim |£169| =

Esto significa que las rectas tangentes se vuelven mds y mds empinadas cuando x — a.
En la figura 6 se muestra una forma en que esto puede suceder; la figura 7(c) muestra
otra. Las tres posibilidades que se acaban de analizar se ilustran en la figura 7.
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FIGURA 7
Tres maneras para que f no
para que f {a) Una esquina (b} Una discontinuidad {c) Una tangente vertical

sea derivable en a

(I) En los ejercicios 1 a 6, empleando la definicién de derivada, calcule la derivada en el niimero

indicado ay.

(1) flz)=1+x—22% x9=-1 R. 5

i D T

@) )= 55 = R 1

(3) f(z) = — ro =1 R. V2/4
€ : = oK

(4) f(:c):\/m, rg =4 R. 3v5/25

(5) flz)=avaZ+1; 29=1 R. 3v2/2

(6) f(x)==zcos(x); xzg=m7 R. —1

(II) En los ejercicios del 7 al 14, empleando la definicién de derivada determine la derivada de la

funcion. Deduzca el dominio de diferenciabilidad.

(1) f(z) =5z +3 R. f'(z)=5 dom(f)=R

() f(x) =18 R. f(z)=0; dom(f))=R

) f@)=a%—2242 R. f(z) =322 +2, dom(f) =R

(10) f2) = V6—z R. f(z) = z\/% dom(f') = (=50, 6)

(1) flo)=vITZ  R. f(2)= \/ﬁ dom( ') = (~1/2,50)
(12) fr) =212 R fo) = g doml(s) =R—{1)

13) f(z) = 4“3: R. f'(x)=—10(z+2)2% dom(f) =R - {-2}
(1) )= R () = ~C 0 dom(r) = (1.e0)




64. Las derivadas por la izquierda y por la derecha de fen a
estin definidas por

fil@) = tim £ (a+ ’;3 —f@)

y f""{a]:hl_'*]gl.,. f{ﬂ‘l‘-;;:;‘_f[ﬂ}

si estos limites existen. Entonces {(a) existe si y solo si
estas derivadas laterales existen y son iguales.
(a) Determine f_(4) v f'(4) para la funcidn

0 dx=0
5—x sil0=x=4
flx) = |
six=4
5—x

(b) Trace la grifica de f.
(c) ;Dénde es discontinua f7
(d) ;Dénde fno es derivable?

(III) En los ejercicios del 15 a 24, realice lo siguiente: (a) Determine si la funcién es continua en .
(b) Calcule las derivadas laterales f’(xp) vy f4(xo) si existen. (¢) Determine si f'(zg) existe, de

existir cual es el valor.

r+2 sioxr<—4;
(15) f(x) = o= —4
—r—6 si x>—4

R. Si; fL(=4) =1, fi.(—=4) = —1; f'(—4) no existe

) -1 si o< 0
(16) f(x) = ro =10
r—1 s1 >0

R. St; fL(0) =0, f.(0) =1; f(0) no existe

2 st <0
(1) f(x) = ro=0. R. Si; [L(0) = [1(0) = 0; f/(0) =0
-z st x>0

5—6r s1ioax<3; _ ) .
(18) fla) = t0=3. R.Si; fL(3) = =6, [L(3) = —6; [(3) = —6
—4—a2% si >3




r—2 st x<0;

(19) f(x) = g = 0. R. No;: f(0) =00, f7(0)=0:f(0) no existe
a2 st x>0
1 si 0<a <2
(20) fle)=4 " ro=2. R.Si; fL(2)=fL(2)=-1/4; f(2)=-1/4
1—— s1 #>2
4
(21) f(x)= ( 12)2 ; rg = R. No; f/(2), f.(2) v f'(2) no existen
I‘ —
(22) f(x)=|1—2?%; 2o =+£1 R. Si; fL(—1) = =2, fi.(—=1) =2; f'(—1) no existe
Siy fL(1) = =2, fi.(1) =2; f'(1) no existe
(23) flz)=|z=3|: 20=23 R. Si; [1(3) = =1, f/.(3) = L f'(3) no existe
(24) f(x) = sign(x); 29 =0 R. No; f7(0) =00, fL(0) = oo; f'(0) no existe
REGLAS DE DERIVACION
Derivada de una funcion constante
%{f] =0
d o\
E{.ﬂ =1
e y= y=x
pendiente = 0 pendiente = 1
u Ll
] I x

Regla de la potencia (version general) Si n es cualquier nimero real,
entonces

d
— (x") = nx"!

dx




Regladelasuma Sify g son derivables, entonces

d d d
E[.ﬂ-r} +4(x)] = 2+ ——gl)

Regla de ladiferencia Sitanto fcomo g son derivables, entonces

d d d
Ir [f(x) — g(x)] = Ef{x} - Eg{x]

Regla del multiplo constante Si ¢ es una constante v f es una funcién deriva-
ble, entonces

d d
< @] =c—f(x)

EJEMPLO 5

%{x3+12x5—4x‘1+10x3—6x+5}
d d d d d d
= L)+ 12 () 4 ) F 10 () — 6 () + — (5
ﬂ{x{x] dx{X] dr{x} dx‘&] ﬂ{x{x} a{x{}
=8x" + 12(5x*) — 4(4x%) + 10(3x*) — 6(1) + O

=8x" 4+ 60x* — 1627 + 302 — 6

Derivada de la funcién exponencial natural
d

—(e") = &

dx

Regla del producto 5i f y g son derivables, entonces

d d d
U] = £ - [90] + ) =[]




En notacidn prima:

(fa)' =fq' + af’

Regla del cociente 5i fy g son derivables, entonces

d d
. [ ﬂx}] o U1~/ 7 L)
dx | g(x) [g(x)]’

En notacién prima:

(;)' _af — 14
g g

thx—2
EJEMPLO4 Seay =~ Entonces
x4+ 6

{x3+6]%{xz+x—1}— (x? +x — 1]%{x3+6]

¥ (x* + 6)

_ (x* +6)(2x + 1) — (x* + x — 2)(3x%)
N (x* +6)*

(x4 X7+ 120+ 6) — (3x* + 37 — 6x7)
(x* + 6)?

B —xt -2t et 4+ 1246
(x* + 6)°

Tabla de férmulas de derivacion

< 9=0 L () = L=
[cf}lchl {f_l_g}.' =f!+gnr (f_g}f =ff_gf

i)’ of' —fg'
2

p =

(fg)' =fg" +of’ ( p




3.2 EJERCICIOS

1. Encuentre la derivada de § (x) = (1 + 2x*){x — 2%) de dos
maneras: aplicando la regla del producto y efectuando primero
la multiplicacién. ;Sus respuestas son equivalentes?

2. Encuentre la derivada de la funcién

Fix)

Coxt =S+ x
-

en dos maneras diferentes: utilizando la regla del cociente

y simplificando primero. Demuestre que sus respuestas son
equivalentes. ;Cuil método prefiere?

3-26 Derive.

3, f(x) = (3x* — 5x)e”

x—1
2x+ 1

7. glx) =

9, H(w) = (i — v )lu + Vi)

10. Jiv) = (¢° — 2e(o™ + v7%)

|
2

1. Fy) = (— - :’T)U +5y%)

y
12. fi) = (1 — &%)z + &%)

13 o x*+1
EE

*+ 3t

L Ay PR

a g(x)=(x+2Jx)¢

6 v= e
F_l+x
2t
14, v = vx
24 x
I TEp—
1!;..‘|I:J"]=b_|_€r

20. y=(2* + e?)yz




Y=-

y=-

u =

y:

y:

y:

Y ==

Jt

21. f(f) =

t—3
xlet
23, =—
F® P+ et
A
25. =
& =33 ce

43. Suponga que f(5) = 1, f(5) = 6, g(5)

Encuentre los valores siguientes

{a) (fg)'(5)

22. V(1) = 4;’,’
24, Fi1) = ﬁ
2 109 2
= -3yg(5) =2
(e} (g/f)(5)

(b) (flg)(3)

44. Supongaque f(4) =2, g(4) =5, fid) =6y g4 = 3.

Encuentre h'(4).

(a) hlx) = 3f(x) + Bglx)

© h() = {2

glx)

(b) h(x) = flx)g(x)

(dy hix) =

glx)
f(x) + glx)

EJERCICIOS ADICIONALES CON RESPUESTAS

(68)

(70)

y::z.'—S
P t
R
x3 — 2
ar® +br +c
e
2 -
y:;ii—(iv—l) (;'1:2—1)
L 1-yE
TN
et —1
y:ei"ntl



R

(89) t{(tic)(51 (90) y:(%)x

(91) y=a®2° (92) y=a2e”

(93)  y=e"In(x) (94)  y = 2"logs(x)

95) y="10 (96) y= "2

(97) y= tizg (98)  y= (2% =3x+5)°

(09)  f (x) = (15— 8a)* (100) g(t) = (2t* = 1)~

(101) == — 1'. (102) y = (322 —8)° (=422 + 1)*

Respuestas Ejercicios 67 al 102

_‘3 \ Y1) Yy — 4 |4l
(67) ¥ = —— | il — 9
(;’I.' — 9)2 (92) f_l,-'f — %
ale) ! — 1
(Gb) Y (;‘I.' _ 8)2 (93) yr — ¢ |Inx+ ;]
6 !
(GJ) Y (;{.‘ — 3)2 (94) y = 2% -111 T+ — 2}
(70) o — i . , 1 — ]n(i'rx)
(24 1)2 (95) ¥ = ———
At% — 6t* — 1 Il —In(2)zrInzx
71 ! — 96 ! —
T B0 = "




2
r[l — Inx]?
(98) v = 3(2? — 32 + 5)%(2z — 3)

(97) o' =

(99) f'(z) = —32(15 — 8z)3
_ o —18¢?
(100) ¢'(t) = [P
—823(25x — 4)
(5ad — x4)?

(102) o/ = 22(322% — 8)%(—4a? + 1)3(137 — 842?)

(101) 2/ =

2e®
(e* + 1)
(81) f'(z) = 5cos(z) — 2sen(x)

(80) v =

(82) ¢'(0) = cotx — Hesc? _-
(83) = senalsen?a + 1] (73) ¥’ =a- %
(84) oy = sec?x 4+ csc? o (1) y' = 2/T [3ar. +bo— 15]
(85) I'(t) = ﬁ (75) ' = \/%
(86) f'(x) = T sec? ;1;72 tanx (76) o = (F2_4I1)2 o (31__2 % —1)
P
» —3
(88) ¥ = (sent —Zcos t)? = 2y/x(1+2y/x)?
(R9) v =seca — Scif: tseny (1)Y= 3W(Ii )2



B Derivadas superiores

51 f es una funcién derivable, entonces su derivada f también es una funcién, por lo que
fpuede tener una derivada de si misma, denotada por (f')'= f". Esta nueva funcién f"
s llama segunda derivada de f porque es la derivada de la derivada de f. Utilizando la

notacién de Leibniz, la segunda derivada de v = fix) se escribe como

d (dy) _ dY
dx dx T dy?

[ W—— | S
denvada  primerm segunda
de denvada dervada

En general, una segunda derivada se puede interpretar como una razén de cambio de
una razén de cambio. El ejemplo méds conocido es la aceleracidn, que se define como
sigue.

515 = s(t) es la funcidn posicién de un objeto que se desplaza en linea recta, su pri-
mera derivada representa la velocidad v(r) del objeto como una funcidn del tiempo:

o) = 5'(6) = %

A la razén de cambio de la velocidad instantinea con respecto al tiempo se le llama
aceleracion a(r) del objeto. En estos términos, la funcidn aceleracion es la derivada de
la funcién velocidad vy, en consecuencia, es la segunda derivada de la funcién posicidn:

alt) = v'(1) = s"(1)

o en la notacién de Leibmz,

& _ s
d di?

La aceleracién es el cambio de velocidad que se siente cuando se acelera o se desacelera
en un auto.

La tercera derivada f" es la derivada de la segunda derivada: f"= (f")". Por lo que,
flx) se puede interpretar como la pendiente de la curva y = f"(x) o como la razén de
cambio de f"(x). S1 y = flx), entonces, las notaciones alternativas para la tercera deri-
vada son

- - d [ d*y d’y
¥ _f{x}_dx(tixz)_tixa




Ejercicios

d3 .
Dada la funcién y, encuentre —=
dx3
(174) y = 23+ 22% + 62 (175) y=a5 + a1
(176) y = (3x +5)3 (177) y = (3 —bx)’
(178) y = sen(Tx) (179) y = sen(z?)
1 . 3x
(180) y=—— (181) y=——
r—1 l—x
(182) y = €3 (183) y = arctg(x)
Respuestas del 174 al 183
o Ly 1= d’y -6 3\ _rg.6 3 - 3
(174) T 6 (175) 3= —27x" cos(x”) — Hdxsen(x”) + 6 cos(x”)
By d>y —6
176) — = 602 + 24 177) —= =
(176) dr3 SR (177) dz®  (x—1)*
_ By _ By .
(178) ——5 =162 (179) -5 =18(1 - x) 4
, By By -
(180) 3= —7500(3 — 5x)?  (181) T3 = 276
o dy » _ Py 62 — 2
(182) e —343 cos(Tx) (183) i 112
En los siguientes problemas determine f”(2).
(184) f(x)=2%2+1 (185) f(x) =523 +222+2  (186) f(t) =2/t
2u? -2
(187) f(u) = - (188) f(0) = (cos(wa)) (189) f(t) = tsen(w/t)
5—u

(r+1)2
r—1

(190) f(s)=s(l—s2)3  (191) f(x)=




Respuestas del 184 al 191

(184) f"(2) =2 (188) f"(2) = 272
(185) f"(2) = 64 (189) f"(2) = =
(186) f"(2) =3 (190) £"(2) = —900
(187) f"(2) = 5 (191) f"(2) =8

3.3 Derivadas de funciones trigonomeétricas

Derivadas de las funciones trigonométricas

d d

I (sen x) = cos x e (csc x) = —csc x cot x
d d

E(CUS X) = —sen x E(Sec X) = sec x tan x
d d

— (tan x) = sec’x — (cot x) = —csex

dx dx




sec x )
— . ;Para cudles valores de x la grifica de f tiene
I + tan x

una recta tangente horizontal?

EJEMPLO 2 Derive f(x) =

SOLUCION Por la regla del cociente se tiene que

d d
(1 + tanx) — (sec x) — secxd—(l + tan x)
X

flx) = (1 + tan x)?

~ (1 + tan x) sec x tan x — sec x - sec’x
(1 + tan x)?

sec x (tan x + tan’x — sec’x)
(1 + tan x)?

_ secx(tanx — 1)
(1 + tan x)?




3.3 EJERCICIOS

1-16 Derive cada una de las funciones siguientes:

1. f(x) = x*senx 2. f(x) =xcosx + 2tanx
3. f(x) =e*cosx 4, y=2secx — cscx
5. g(r) = t’cos t 6. g(t) =4sect + tant
7. h(6) =csc® + e’ cot 8. v=e"(cosu + cu)
9 - 10 9 cosf
S Yy=— . y =senf cos
Y 2 — tanx Y
1. £(6) = sen 6 12, v — COS X
' 1+ cos@ Y I — senx
tsent sen t
13. v= 14, v=——-—
Y 1+t Y 1 + tant
15. f(6) = 6 cos G sen O 16. f(1) = te'cot ¢

32. Suponga f(w/3) =4y f'(7/3) = =2,y seag(x) = f(x)sen x
y h(x) = (cos x) / f(x). Determine
(@) g'(m/3) (b) A'(w/3)

21-24 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de
las curvas siguientes, en el punto dado.

21. y=senx + cosx, (0,1) 22, y=e"cosx, (0,1)

23. y=cosx —senx, (m —1) 24, y=x+tanx, (m m

25. (a) Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 2x sen x en el punto (7/2. 7).

26. (a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 3x + 6 cos x en el punto (77/3. T + 3).

27. (a) Si f(x) = sec x — x, encuentre f'(x).




28. (a) Si f(x) = e*cos x, obtenga f'(x) y f"(x).
29. Si H(@) = 6 sen 6, determine H'(6)y H"(0).

30. Si f(1) = sec t, determine j"(7r/4).

3.4 Laregladelacadena

Regla de la cadena Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces la
funcién compuesta /' = f o g definida mediante F(x) = f(g(x)) es derivable en x,
y F' estd dada por el producto

F'(x) = fg) - g"(x)

En la notacién de Leibniz, siy = f(u) y u = g(x) son funciones derivables,
entonces

dy _ dy du

dx du dx

EJEMPLO 1 Encuentre F'(x) si F(x) = Vx* + 1.

SOLUCION 1 (Utilizando la ecuacion 2): al principio de esta seccion, se expresa a F
como F(x) = (f° g)(x) = f(g(x)) donde f(u) = Vu y g(x) = x> + 1. Dado que

f(u) = %u‘m = ﬁ y g'(x) = 2x

se tiene F'(x) = f'(g(x)) - g'(x)

1 X
=7.2 - @ @@
2x2+ 1 * Vx4 1

SOLUCION 2 (Utilizando la ecuacién 3): Si se hace u = x2 + 1 yy = Vu, entonces

ay du _

1 | X
du dx  2\u @)= T = e

F'(x) =




EJEMPLO 2 Derive (a) y = sen(x?) y (b) y = sen’x.

SOLUCION
(a) Siy = sen(x?), entonces la funcion exterior es la funcion seno, y la interior es la

funcioén elevar al cuadrado, por lo que la regla de la cadena da

dy _d

—  sen (x}) = cos (x?) - 2x
dx dx

e ——t — — e ——’ ! e ——t

funcion evaluada derivada evaluada derivada

exterior enla dela enla dela

funcidn funcion funcion funcidn

interior exterior interior interior

= 2x cos(x?)

(b) Observe que sen’x = (sen x). En este caso, la funcion exterior es la de elevar al
cuadrado, y la interior es la funcion seno. Por tanto,

@y _ 4d

—(senx)? = 2 - (senx) - cCOSX
dx dx
—— [ SE— I S— — ——
funcion derivada evaluada derivada
interior de la enla dela
funcion funcion funcion
exterior interior interior

EJEMPLO 3 Derive y = (x* — 1),
SOLUCION Haciendo u = g(x) = x* — 1 y n = 100 en (4), se tiene

dy d d
L C (- 1) = 1000 — 1) —

3—
dx  dx oD

= 100(x* — 1)* - 3x* = 300x%(x* — 1)

EJEMPLO 4 Encuentre f'(x) si f(x) = e/ﬁ
x4+ x

SOLUCION En primer lugar, reescribaa f:  f(x) = (x? + x + 1)7'~

d
Asi fi(x) = =3+ x+ 1) d—(x2 +x+1)
x

=12+ x+ DP02x + 1)




EJEMPLO 5 Encuentre la derivada de la funcion
=2 Y
f =
- (177)

SOLUCION Si se combinan la regla de la potencia, 1a regla de la cadena y la regla del
cociente, se obtiene

=2 \*d (-2
0 =9 -
g0 (2f+1)df(2t+l)

0 t—=2\* 2t +1)-1-=2(r-2) 45— 2)°
2 + 1 (2t + 1) OERE

EJEMPLO 6 Derivey = (2x + 1)°(x* — x + D%

SOLUCION En este ejemplo se debe aplicar la regla del producto antes de aplicar la
regla de la cadena:

d

dy
——=(2x+ 1)
(2x )a,x

d
=x+D+ P =-x+D—0Qx+ 1Y
dx dx

d
=0Q2x+ 1) -4(x*—x + 1)3E(x3 -—x+1)

d
+(x*=x+1)*502x + 1)4E(Zx +1)

=42x+ 1P —x+ 1D)PCxP = 1) +503 —x+ D)2x+ 1) -2

Observe que cada término tiene el factor comiin 2(2x + 1)*(x* — x + 1)*, por lo que se
puede factorizar y escribir la respuesta como

d
d—y = 2(2x + D'x® — x + 1P(17x% + 6x% — Ox + 3) o
X




EJEMPLO 8 Si f(x) = sen(cos(tan x)), entonces
d
f'(x) = cos(cos(tan x)) 2 cos(tan x)

= cos(cos(tan x))[ —sen(tan x)] % (tan x)
= —cos(cos(tan x)) sen(tan x) secx

Observe que se ha aplicado dos veces la regla de la cadena.

3.4 EJERCICIOS

1-6 Escriba la funcion compuesta en la forma f(g(x)). [Identifique la
funcion interior # = g(x) y la exterior y = f(u)]. Luego, encuentre
la derivada dyf dx de cada una de las funciones siguientes.

1. v = sendx 2, y=+4+ 3x

3. y=(1—xH° 4. y = tan(sen x)

5.y=e"? 6. y=+2—¢"

7-46 Obtenga la derivada de cada una de las funciones siguientes.

7. F(x) = (5x° + 2x?)* 8. F(x) = (1 + x + x?)*

9. f(x) =5x+ 1 10. f(x) = ﬁ

11. f(0) = cos(6?) 12. g(0) = cos’#
13. y=x%e™™ 14. f(1) = tsen mt

15. f(r) = e“sen bt 16. g(x) = e~




17. f(x) = (2x = 3)*'(x* + x + 1)
18. g(x) = (x* + 1)’(x* + 2)°
19. h(r) = (¢t + 1)*3(2r* — 1)°
20. F(1) = (3t — 1)*(2t + 1)73

X 1y
2. vy = 22, y= + —
Y x+1 Y (x x)
23, y = e™? 24, f(1) =2"
=1\ 1 + sent
25. glu) = ( n 1) 26. 500 =\ T3 cost
27. r(r) = 10%7 28. f(z) = e¥/&
(r* =1)° 2
29, H(r) = 2r 1) 30. J(#) = tan*(nh)
2
31. F(f) = e'="¥ 32. F(1) = —/——
* P+
4 5
v+ 1
33. G(x) = 49" 34. U(y) =
(x) (v) (yg " 1)
35. y = sen(tan 2x) 36. y = sec’(mf)
37. y = cot*(sen 0) 38. y = /1 + xe
39. f(f) = tan(sec(cos 1)) 40. y = ¢="** + sen(e™)
41. f(1) = tan(e') + ™ 42. y = sen(sen(sen x))
43. g(x) = (2ra”™ + ny’ 44. y = 2%
45. y = cos+/sen(tan mx) 46. y = [x + (x + sen’x)’]*



47-50 Encuentrey' y y".
47. vy = cos(sen 36) 48. y= ———

49, y=,/1 —sect 50. vy = ¢

51-54 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el
punto dado.

51. y=2% (0,1) 5. y =41+ x5, (2,3)

53. y = sen(senx), (m,0) 54. y=xe™, (0,0)

=

3.5 Derivacion implicita

Las funciones que se han encontrado hasta ahora se pueden describir expresando una
variable explicitamente en términos de la otra variable, por ejemplo,

y=Vx+1 0 y=Xxsenx

0, en general, y = f(x). Sin embargo, algunas funciones se definen implicitamente por
medio de una relacion entre x y y como

(1] x2+y2=25

(2] x? + yP = 6xy




EJEMPLO 1
d
(a) Six?+ y*= 25, encuentre d_}’

X
(b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x? + y? = 25, enel
punto (3, 4).
SOLUCION 1

(a) Derive ambos miembros de la ecuacion x* + y* = 25:

—(x*+y}) =—(25
() = 09)

d 2 d 2
+ =0
(%) + ()

Recuerde que y es una funcion de x, por lo que hay que utilizar la regla de la cadena
para obtener

d  , d . dy dy
N = 7 = 2 -
7 09 dy(y)dx e
dy
Por tant 2x+2y——=0
or tanto X+ 2y
Ahora se resuelve esta ecuacion para {f}’/ dx:
dy  x
dx y

(b) En el punto (3, 4) se tiene que x = 3y y = 4, por lo que

dy 3

dx 4

Por tanto, la ecuacion de la tangente a la circunferencia, en (3, 4), es

y—4=-3x-3) o 3x+4y=25




SOLUCION 2

(b) Alresolver x* + y* = 25, para y, se obtiene y = =V25 — x% El punto (3, 4) se
encuentra en la semicircunferencia superior y = V25 — x?y, por consiguiente, consi-
dere la funcion f(x) = V25 — x2 Al derivar f usando la regla de la cadena, se tiene

£ = 1(25 — xz)_”z%(ZS — )

= Llis _ 2V 120y — _ X
2(25 X ) ( 2x) \/ﬂ
3 3
Por 1 '3) = — =
or lo que f'(3) s = 1
y, como en la solucién 1, la ecuacion de la recta tangente es 3x + 4y = 25. [ ]
EJEMPLO 2

(a) Encuentre y’ six?® + y? = 6xy.

SOLUCION

(a) Sise derivan ambos miembros de x? + y3 = 6xy respecto a x, considerando a y
como funcién de x, y usando la regla de la cadena en el término y?, y la regla del pro-
ducto en el término 6xy, se obtiene

3x? + 3v%y’ = 6xy" + 6y
xt 4 vy = 2xy" + 2y

Ahora se resuelve para y': yiy' — 2xy’ =2y — x?
(v = 2xpy" =2y - x°
, 2y —x°

Y oy —2x




EJEMPLO 4 Determinar y" si x* + y* = 16.

SOLUCION Derivando la ecuacion de manera implicita respecto a x, se obtiene
4x° + 4y =0

Resolviendo para y’ se obtiene

X
(3] Vi=-—==

Para determinar y” se deriva esta expresion para vy’ aplicando la regla del cociente,
considerando que y es una funcion de x:

= d (_ X ) _ Y (/d0)(®) — & (dfdD)(y?)

ARG (y*)
y3 . 3):2 _ x3(3},2},f)

6

y

Si se sustituye la ecuacion 3 en esta expresion, se obtiene

3yt + 1) (v + x%)

Pero los valores de x y y deben satisfacer la ecuacién original x* + y* = 16, por lo que
la respuesta se simplifica a

3x%(16 :
=-L=—4a"—? =
y v

7




B Derivadas de funciones trigonomeétricas inversas

Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

i(sen‘lx) - i(csc—lx) I S
dx 1 —x? dx Xa/x?—1
d 1 d 1
—(cos 'x) = ——— —(sec™lx) = —
dx 1 — x2 dx Xx?2 =1

d 1 d 1

—(t -1 — _ t_l —_

dx (tan”x) 1 + x? dx (cot™x) 1 + x?

EJEMPLO 5 Derive (a) y = y (b) f(x) = x arctanV/x.

sin”lx

SOLUCION
d_y:i 1 -1 -1 —2i —1
(a) T dx (sen”'x) (sen™'x) Ir (sen"'x)
. 1
(sen”'x)*y/1 — x2
1
(b) f'(x) = xm (2x772) + arctany/x

Jx

=Y 4 arcta
T R ny/x




3.5 EJERCICIOS

1-4

(a) Encuentre v por derivacion implicita.

(b) Resuelva la ecuacidn explicita para v v derive para oblener
¥' en términos de x.

(c) Compruebe la coherencia de sus soluciones en los incisos
{a) ¥ (b) sustituyendo la expresion para v en su solucion del

inciso (a).
1.xy+ 2x+ 3x'=4 2. 4x* +9y* =36
.Jx + 4y =1 . 2-L1oy
- _II.' 1" = g - = =
_ R

5-20 Encuentre dy X dx por derivacién implicita.

5. x2—4xy+yi=4 6. 2x1+xy—yi=2
7. x* + x*yI 4+ y? =5 8. x’ —xyr+yi=1
2
9.x+y=}=2+1 10. x*(x + v) = y*(3x — y)
11. x*y? + xseny = 4 12. 1 + x = sen(xy?)
13. Jx+y =x*+y* 14. e’senx = x + xy
15. e =x—y 16. xy = /x2 + y?
17. tan~(x%y) = x + xy? 18. xseny + ysenx = |
19. sen(xy) = cos(x + y) 20. tan(x — y) =

1+ x2




3.6

25-32 Utilice la derivacion implicita para encontrar la ecuacion
de la recta tangente a la curva en el punto dado.

25, ysen 2x = xcos 2y, (a/2, w/4)

26. x* + xy+y* =3, (1,1) (elipse)
27. x* —xy—vy*=1, (2.1) (hipérbola)
28. x* + 2xy + 4y* =12, (2.1) (elipse)

49-60 Determine la derivada de cada una de las funciones
siguientes. Simplifique donde sea posible.

49. y = tan'/x 50. vy = y/tan"'x
51. y =sem!(2x + 1) 52. g(x) = arccos/x

53. F(x) = xsec”'(x?)
54. y = tan~'(x — /1 + x2)
55. A(t) = cot™(¢) + cot™'(1/f)  56. R(t) = arcsen(1/1)

57. y=xsem'x + /1 — x? 58. v = cos (ser 1)

b+
59. y = arccos Zracesx , O0=sx=sq, a>b>=0
a+ bcosx
| —x
60. y = arctan
Y l +x

Derivadas de funciones logaritmicas

d
T (logsx) =

1 d |
xInb dx




EJEMPLO 1 Derive y = In(x* + 1).

SOLUCION Para utilizar la regla de la cadena, se hace u = x* + 1. Entonces y = In u,
por lo que

dy —dy du 1 du
dx du dx u dx

3 2
_ | (3x?) = X

x4+ 1

EJEMPLO 2 Encuentre % In(sen x).

SOLUCION Utilizando (3), se tiene que

d d 1
— In(sen x) = ————(sen x) =
dx X dx sen x

cosx =cotx O

EJEMPLO 3 Derive f(x) = VIn x.

SOLUCION En esta ocasién el logaritmo es la funcion interior, por lo que la regla de la
cadena da

1 1
' 1 /2 =" o
X In x In x - —= O
f@) = 2(n 27 ( )= 24/Inx  x 2x+4/In x
EJEMPLO 4 Derive f(x) = log, (2 + sen x).
SOLUCION Si se usa la formula 1 con b = 10, se tiene
f'x) = —logm(Z + senx)
! (2 + senx)
(2 + senx) In 10 dx
coS X

B (2 + senx)In 10




EJEMPLO 5 Encuentre - In — "

dx Jx =2
SOLUCION 1
dl x+1 1 d x+1
n —
dx VX =2 x+ 1 dx+/x—2
vx —2
=2 =2 = (e D) -2
x+ 1 x—2

_x—Z—%(x-f—l)
 xx+ Dx-2)

x =235
2(x + D(x — 2)

EJEMPLO 6 Encuentre f'(x) si f(x) = Inx]:
SOLUCION Puesto que
() = In x six>0
fl = In(—x) six<0

se sigue que
|
— six >0
X
=14 |
—(=1)=— six <0
—X X

Por lo que, f'(x) = l/x para todo x # 0.




B Derivacion logaritmica

Con frecuencia, el cilculo de derivadas de funciones complicadas que comprenden pro-
ductos, cocientes o potencias se puede simplificar tomando logaritmos. El método que
se aplica en el ejemplo siguiente se llama derivacion logaritmica.

YT

EJEMPLO 7 Derivey = Gr + 27

SOLUCION Tome logaritmos de ambos miembros de la ecuacion y aplique las leyes de
los logaritmos, para simplificar:

Iny=73Inx+mn(x>+ 1) — 5In(3x + 2)

Al derivar implicitamente respecto a x, se obtiene

[958

1dy 3 1

i 2x _s
2 x?+1 3x + 2

y dx 4 x

Al resolver para dy / dx, se obtiene

dy_ (3 x 1
dr \ax T 2+1 3x+2

Puesto que se tiene una expresion explicita para y, se puede sustituir y escribir

dy XM+ 1( 3 x 15 )

== + —
dx (Bx+2)y \4x x241 3x+2

Pasos en la derivacion logaritmica

1. Tome logaritmos naturales de ambos lados de una ecuacion y = f(x) y utilice
las leyes de los logaritmos para simplificar.
2. Derive implicitamente respecto a x.

3. Resuelva la ecuacion resultante para y’.




EJEMPLO 8 Derive y = xV*.
SOLUCION 1 Dado que la base y el exponente son variables, se utiliza la derivacién
logaritmica:
Iny =Inx"* =/x Inx
y' 1 1

72\/.;';‘{'(11‘1.3&?}2\/;
oy ) (2t oy
)l

B El niumero e como un limite

Se ha demostrado que si f(x) = In x, entonces f'(x) = l/x. Debido a esto, f'(1) = 1. Se
utilizara este hecho para expresar el nimero ¢ como un limite.

x—0

‘ e = 1lim (1 + x)'* ]

3.6 EJERCICIOS

2-22 Derive la funcion.

2. f(x) =xlnx —x

3. f(x) = sen(In x) 4. f(x) = In(sen’x)

5. f(x) = &/Inx 6. f(x) =Inx

7. f(x) = logio(1l + cos x) 8. f(x) = logio\/x

9. g(x) = In(xe ) 10. g(r) = /1 + Int

11. F(t) = (Int)*sent 12. h(x) = In(x + /x2 = 1)




13. g(x) = In(xy/x2 = 1) 1. P(y) = 1

1 —wv
15. F(s) =1Inlns 16. y=1In|l +1t— 1]
17. T(z) = 2% logaz 18. y = In(csc x — cot x)
a? — 72
19. y = In(e™ + xe™) 20. H(z) = In+ p'm
21. y = tan[In(ax + b)] 22, vy = log, (x logs x)

23-26 Encuentre ¥" y y” en cada una de las funciones siguientes.

— In x
23. y= | 24, y=——

y = Vxlnx Y 1 + Inx
25. vy = In|sec x| 26. vy =1In(1 + Inx)
27-30 Derive fy encuentre el dominio de f.

X
27. = 28. =42 +1

) == = 1) fx) =2+ Inx

29. f(x) = In(x? — 2x) 30. f(x) =Inlnlnx

31. Si f(x) = In(x + In x), determine f'(1).
32. Si f(x) = cos(In x%), determine f'(1).

51. Encuentre ¥* siy = In(x* + y?).

52. Determine y’ si x¥ = y*.




33-34 Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva en el
punto dado.

33. y=In(x*=3x+ 1), (3,0)

34. y=x*Inx, (1,0)

39-50 Utilice la derivacion logaritmica para determinar la
derivada de la funcion.

39. y = (2x + 1)%(x* — 3)° 40. y = /x eX'(x + 1)°
x—1 2

M.y= 175 42. y = Jxe" (x + 1)7°

43. y =x* 44. y = x***

45. y = x™= 26. y = (Vx)'

47. y = (cos x)* 48. y = (senx)™"

49. y = (tanx)'’* 50. y = (In x)==*




4.2 Teorema del valor medio

Rolle

El teorema de Rolle fue publicado en
1691 por el matemdtico francés Michel
Rolle (1652-1719), en un libro titulado
Méthode pour resoudre les Egalitez. Fue
un critico de los métodos de su tiempo
y calificé al calculo como una “coleccién
de falacias ingeniosas”. Mas tarde, sin
embargo, se convencid de la esencial
exactitud de los métodos del célculo.

Se verd que muchos de los resultados de este capitulo dependen de un hecho central
llamado teorema del valor medio. Pero para llegar a este teorema, se verd primero el
resultado siguiente.

Teorema de Rolle Sea f una funcién que satisface las tres hipétesis siguientes:
1. f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b].

2. f es derivable sobre el intervalo abierto (a, b).

3. fla) = f(b).

Entonces hay un nimero c en (a, b) tal que f'(c) = 0.

Antes de dar la demostracion, se verdn las grificas de algunas funciones tipicas
que satisfacen las tres hipotesis. La figura 1 muestra las grificas de cuatro de estas
funciones. En cada caso parece que hay al menos un punto (c, f(c)) en la grafica donde
la recta tangente es horizontal y, por tanto, f'(c) = 0. Por lo que, el teorema de Rolle
es razonable.

YA ya ¥y
0 :z o Ca II'.- x cli c !IJ x 0 jz q ca II:I X Y cli c !=> x
(a) (b) (© (d)

El principal uso del teorema de Rolle es demostrar el siguiente teorema importante,
establecido por primera vez por el matematico frances Joseph-Louis Lagrange.

siguientes:

(1]

2]

Teorema del valor medio Si f es una funcién que satisface las hipétesis

1. f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b].
2. fes derivable sobre el intervalo abierto (a, b).

Entonces existe un nimero ¢ en (a, b) tal que

o en forma equivalente

J(b) — fla)

fle) = b—a

) = fla) = f'c)b — a)

Antes de demostrar este teorema, se puede ver su interpretacién geométrica. Las figu-
ras 3 y 4 muestran los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)) en las grdficas de dos funciones
derivables. La pendiente de la recta secante AB es

3)

_ ) — f@)
? b—a




\
Ala, fia)

4.2 EJERCICIOS

1. Se muestra la grifica de una funcién f. Verifique que la
funcidn satisface las tres hipétesis del teorema de Rolle en
el intervalo [0, 8]. Después encuentre todos los mimeros ¢
en ese intervalo, que satisfacen la conclusion del teorema de
Rolle.

. y =)

T

(a) Verifique que g satisface las hipdtesis del teorema de valor
medio en el intervalo [0, 8].

(b) Calcule el(los) valor(es) de ¢ que satisfacen la conclusién
del teorema de valor medio en el intervalo [0, 8].

(c) Calcule el(los) valor(es) de ¢ que satisfacen la conclusién
del teorema de valor medio en el intervalo [2, 6].




5-8 Venfique que la funcion satistace las tres hipotesis del
teorema de Rolle en el intervalo dado. Luego encuentre todos

los niimeros ¢ que satisfacen la conclusion del teorema de
Rolle.

5. f(x) =2x*—4x+ 5, [—1,3]
6. f(x)=x>—2x" —dx+ 2, [-2 2]
7. f(x) =sen(x/2), [m/2,3m/2]

8. f(x)=x+1/x, [1.2]

11-14 Verifique que la funcién satisface las hipdtesis del teo-
rema del valor medio en el intervalo dado. Después encuentre
todos los niimeros ¢ que satisfacen la conclusion del teorema
del valor medio.

M. f)=2x2—3x+ 1, [0,2]
12, f(x)=x>—3x+2, [-2,2]

13. f(x) = e, [0,3] 14, f(x) = —

x+ 27

[1.4]

17. Sea f(x) = (x — 3)7% Demuestre que no hay ningiin valor
de cen (1, 4) tal que f(4) — f(1) = f'(c)( 4 — 1). ;Por qué
no contradice esto el teorema del valor medio?

18. Sea f(x) = 2 — | 2x — 1 |. Demuestre que no hay valor
c tal que f(3) — f(O) = f'(c)(3 — 0). ;Por qué esto no
contradice el teorema del valor medio?



4.4 Formasindeterminadasy regla de L'Hopital

Suponga que se trata de analizar el comportamiento de la funcién

1
F(x)= X
xr—1

Aunque F no estd definida cuando x = 1, se necesita saber como se comporta cerca de 1.
En particular, le gustaria saber el valor del limite

. Inx
(1] lim
—=1 x — 1
Para el cdlculo de este limite no se puede aplicar la ley 5 de los limites (el limite de un
cociente es el cociente de los limites, consulte la seccidn 2.3) porque el limite del deno-
minador es 0. De hecho, aunque en la expresion (1) existe el limite, su valor no es obvio

porque el numerador y denominador tienden a Oy % no estd definido.
En general, si se tiene un limite de la forma

. f)
= g(x)

donde tanto f(x) — 0 como g(x) — 0 conforme x — a, entonces este limite puede o no
puede existir y se llama forma indeterminada del tipo %. Se encuentran algunos limi-
tes de este tipo en el capitulo 2. Para funciones racionales, se pueden eliminar factores
comunes:

oxt=x x(x — 1) ) x 1
lim———=1 lim =—

el P —1 e+ Dx—1) s==lx+1 2

Regla de L'Hépital Suponga que fy ¢ son derivables y g'(x) # 0 sobre un inter-
valo abierto I que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que

lim f(x) =0 y lim g(x) =0

0 que lim f(x) = *o y lim g(x) = *eo

(En otras palabras, se tiene una forma indeterminada de tipo % o %/o.) Entonces

tim L — 1 L
x—a g(x) x—a g’(_x)

si existe el limite del lado derecho (o es @ 0 —==2),




NOTA 1 La regla de L’Hopital indica que el limite de un cociente de funciones es
igual al limite del cociente de sus derivadas, siempre que se cumpla con las condiciones

dadas. Es especialmente importante verificar las condiciones impuestas a los limites de
f v g antes de utilizar la regla de L’ Hopital.

NOTA 2 La regla de L"Hopital también es valida para limites unilaterales y limites
al infinito o al infinito negativo; es decir, “x — @’ se puede sustituir por cualesquiera de
los simbolos x > a™, x—a , x > ®o0x— —ox=,

NOTA 3 Para el caso especial en que f(a) = g(a) = 0, f' y g’ son continuas y
g'(a) # 0, es facil ver por qué la regla de L’Hopital es cierta. De hecho, utilizando la
forma alternativa de la definicion de una derivada, se tiene

i f(x) — fla) f(x) — fla)
lim f'r(.l') _ f’(d) _ i—*a X—da — lim X—d
—a ¢'(x)  g'la) lim g(x) — gla) x—a g(x) — gla)
r—*a X —d X —d
i LD S@ o FO e @) = ga) = 0]

s—a g(x) —gla)  s—a g(x)

In x

EJEMPLO 1 Encuentre lim :

—lx—1

SOLUCION Dado que

limlnx=1Inl1=0 y ll'n}(x—l)=0
I—,

x—]

El limite es una forma indeterminada del tipo 3—, se puede aplicar la regla de L"Hé&pital:

d
—(In x)
In x . dx 1/x
lim = lim = lim —
—1 x — —1 d ( ) i—=1 1
dx .
1
=lim—=1 [ |




X

EJEMPLO 2 Calcule lim —.

X —*oo x

SOLUCION Se tiene lim__ e* = % y lim__ x* = o, por lo que el limite tiene una forma
indeterminada del tipo %/, y la regla de L’ Hopital da

d
. ——(e%) .
. o dx
lim — = lim = lim
X—*oo x X—>*oo d ( 2_) X—*oo x
—(x
dx

Ya que ¢* — @ y 2x — 2 conforme x — ¢ el limite del lado derecho también estd inde-
terminado, pero aplicando de nuevo la regla de L'Hopital se obtiene

) X . ej. e.!

lim ;= Iim = lim = ® [ |
X —%oa I X—%oa 2x X—>*oo 2_

In x

EJEMPLO 3 Calcule .}Eﬂ f
SOLUCION Dadoquelnx—cwy V/x — ® conforme x — =, se utiliza la regla de
L’Hopital:

In x o 1/x 1/x

o T TR T g

Observe que ahora el limite del lado derecho es una indeterminacion del tipo %.
Pero en lugar de aplicar la regla de L’H6pital una segunda vez, como se hizo en el
ejemplo 2, primero se simplificé la expresién v se ve que la segunda aplicacién
no es necesaria:




EJEMPLO 4 Determine lim YT (Véase el ejercicio 2.2.50.)

x— X
SOLUCION Se observa que tanto tan x — x— 0 como x* — 0 cuando x — 0, por lo que
se aplica la regla de L'Hopital:

1t tan x — x 1t sec’x — 1
im———=lim————
x—0 x? x—0 32

Ya que el limite del lado derecho es atin una indeterminacion del tipo %, se vuelve a
aplicar la regla de L"Hopital:

o osectx — 1 _ 2sec’x tan x
lim ————=lim——————
x—0 3x x—0 6x

Puesto que lim__, sec’x = 1, se simplifica el cdlculo escribiendo

o 2sec™xtanx 1 5 _ tanx 1 tanx
lim————— = —limsec’x - lim = —lim
x—=0 6x 3 x—=0 r—0 x Fx—=0 x

Se puede evaluar este tltimo limite utilizando la regla de L’ Hopital por tercera vez
o escribiendo la tan x como (sen x)/ (cos x) y recurriendo al conocimiento de limites
trigonométricos. Haciendo todos estos pasos, se obtiene

 tanx—x _ secx— 1 _ 2sec’x tanx
lim ————= lim ——— = lim ———
—=0 I x—0 3x x—0 6x
1 tanx 1 sec’x 1
= — lim = — lim = — [ ]
3 =0 X 3 =0 1 3
sen x

EJEMPLO 5 Encuentre lim

i _—
—a- |1 —cosXx

SOLUCION Si se intenta utilizar a ciegas la regla de L'Hépital, se obtendria

. sen x COS X
lim ————— = lim = —w
—=x- 1 —cosx iI—=T 8sen Xx

jEsto es erroneo! Aunque el numerador sen x — 0 conforme x — 7v~, observe que el
denominador (1 — cos x) no tiende a 0, por lo que aqui no es posible aplicar la regla de
L’Hopital.
El limite requerido es, de hecho, ficil de encontrar porque la funcién es continua en =
y el denominador es distinto de cero:
sen x sen 7 0

ll = :7=
Ll 1 —cosx 1 —cos 1—(-1) 0 "




B Productos indeterminados

Silim__ f(x) = Oy lim_,_g(x) = % (0 —=), entonces no es claro cudl es el valor de
ll'mx_”[f(x) g(x)] si existe. Hay una lucha entre f y ¢. Si gana f, la respuesta sera 0; si
gana g, la respuesta serd @ (0 —o¢). O puede haber un comportamiento intermedio donde
la respuesta es un nimero finito distinto de cero. Este tipo de limite se llama forma
indeterminada de tipo 0 - =, y se puede abordar expresando el producto fg como un
cociente:

Esto convierte el limite dado en una forma indeterminada de tipo 3—0 m/‘ % por lo que se
puede utilizar la regla de L'Hdopital.

EJEMPLO 6 Evalie lim xlInx.
x—0+

SOLUCION El limite dado estd indeterminado porque, conforme x — 07, el primer
factor (x) tiende a 0, mientras que el segundo factor (In x) tiende a —ce. Escribien-
dox = l/‘(l/x), se tiene l/‘x — @ a medida que x — 07, por lo que la regla de
L’Hopital da

) o Inx i I/x B
Jm xlnx = lip o= 0 e = g, (B0 =0 =

B Diferencias indeterminadas

Silim _,_ f(x) = ylim_,_ g(x) = %, entonces el limite

lim [£(x) — ()]

se llama forma indeterminada de tipo 2 — =, Una vez mds hay una contienda entre
f v g. i Larespuesta serd o (gana f) o serd —o (gana ¢) o habrd un término intermedio
en un niamero finito? Para encontrarlo, se intenta convertir la diferencia en un cociente
(por ejemplo, utilizando un comiin denominador, racionalizando o factorizando un factor
comiin), de manera que se tiene una forma indeterminada del tipo g— 0 o/,




EJEMPLO 7 Calcule lim (L— ! )
=1+ \ Inx x—1

SOLUCION Primero observe que l/(ln X)—xy l,f(x — 1) — = conforme x — 17,
por lo que el limite estd indeterminado o© — %, Aqui se usa un comiin denominador:

3 1 1 oo x—1—1Inx
lim | — — = lim ———
=1+ \lnx x-—1 =1t (x—1Dlnx

Tanto el numerador como el denominador tienen un limite igual a (), por lo que la regla
de L’Hopital es aplicable, lo que da

1__

I x—1—Inx " x It x—1
im ————— = lim = lim
=1+ (x — 1)Inx x—1t =1t x—1+xlnx

1
(x—1)-—+ Inx
x
De nuevo se tiene un limite indeterminado del tipo %, por lo que se aplica de nuevo
la regla de L'Hopital
x—1 1

- -

im = lim
—=1txy—1+xlnx x—=1+

1’ -
A2+ Inx 2 m

EJEMPLO 8 Calcule lim (e* — x).

X—»oo
SOLUCION Esta es una diferencia indeterminada porque tanto ¢ como x tienden a infi-
nito. Se espera que el limite sea infinito porque ¢* — % mucho mads ripido que x. Pero
se puede verificar esto al factorizar x:

EI
e —x=x|l—-1
X

El término e‘,/x — o0 cuando x — o por la regla de L’ Hopital y asi ahora se tiene un
producto en el cual crecen mucho ambos factores:

EI
lim (e* —x) =1im |x| —— 1) | == [
x—*oo X—*oo x




EJEMPLO9 Calcule lim (1 + sen 4x)y==

x—0+
SOLUCION Primero observe que cuando x — 0", se tiene 1 + sen 4x — 1 y cot x — o=,
por lo que el limite dado esti indeterminado (tipo 1%). Sea

y = (1 + sen 4x)*

In(1 + sen 4x)
tan x

Entonces Iny = In[(1 + sen 4x)***] = cot x In(1 + sen 4x) =

por lo que la regla de L'Hopital da

4 cos 4x
) ~In(1 + sen4x) 1 + sendx
lim Iny = lim = lim —————=
x—0t x—0t tan x x—0F secx

Hasta ahora se ha calculado el limite de In v, pero lo que se quiere es el limite de y.
Para encontrar este limite, se utiliza el hecho de que y = e

lim (1 + sen 4x)™* = lim y = lim " = ¢* u
x—0t x—0t - x—0t

EJEMPLO 10 Determine lim x=.

xr—0+

SOLUCION Observe que este limite estd indeterminado ya que 0% — 0 para cualquier
x = 0 pero x" = 1 para cualquier x # 0. (Recuerde que 0° estd indefinido.) Se puede
proceder como en el ejemplo 9 o escribir la funcién como una exponencial:

II — (E].nx).r — EI]J]I

En el ejemplo 6 se utiliza la regla de L’H6pital para demostrar que

lim xInx=10
x—0t

Por tanto

lim x*= lim e'®*=¢"=1 ]

x—0t x—0+




4.4 EJERCICIOS

8-68 Encuentre el limite. Utilice la regla de L'Hopital donde
sea apropiado. Si existe un método més elemental, considere la
posibilidad de usarlo. Si no aplica la regla de L'Hopital, explique
por qué.

11.

13.

CO8 X

15. lim
—=0 sent
17. 1 1 —send

m o—
f—=w/2 1 4+ cos 20

Inx
19. lim —=~
X—eo0 _\E
21, 1im X
—0t  y
tf—1
23. lim ——
1 +2x —/1—14
25. 1ﬁn‘f x — V1 - dx
x—0 X
X _ 1 -
27. lim ———=
x—0 X

]
10. 1im =38
—-2 x+ 2
6x2+5x— 4
12. I
12 4 + 16x — 9
14, 1fm 203
x—0 sen 2x
16. ltm 100
f—m2 csc @
18. lim 1 4+ cos@

fi—=x 1 —cosf

Inx
20. lim
a—1 sen wx

26. lim

28. lim



29.

31.

33.

35.

37. lim

39.

4.

43,

45.

47. lim x%e”

x—wad

-

tanh x
lim
r—0 tan x

~ sen"'x

lim
x—+0 x

I x3*
im
=0 3% — 1

., X+ senx
lim ——
=0 x + cos Xx

-

arctan(2 x)
x—0+ In x

a

ll_l'ﬂ xb_l,b?éﬂ

I " —ax+a—1
im
x—1 (x — 1)

lim cot 2x sen 6x

x—{

lim sen 5x csc 3x

x—{

x2

49, 11’1111+ In x tan(mx/2)

30.

32.

34,

36. lim

_ x—senx
lim ———
x—0 X — tan x

~ (Inx)?
lim

K X

COS fMX — COS AX

lim 5
x—0 X

xsen(x — 1)

=1 2x? — x — 1

X

38. lim

. lim

x—0 tan”'(4x)

e¥ — e — 2x

x—0 X — senx

l{m .98 xIn(x — a)

x=a®  In(e* — e%)

. lim senxInx

x—0t

46 lim ..'-:ln(l —l)
r——x% X

48. lim x**sen(1/x)

50.

lim cos xsec 5x
x—(w/2~



51.

53.

55.

56.

57.

59.

61.

63.

65.

lim (x — Inx)

11'11]1+ [In(x” — 1) — In(x* — 1)]

lim ,'.:“"fI
x—0+

H“%l (1 — 2x)'*

lim,_x'/1"

x—=1t

lim x'/*
I—=m

Il_"'n% (4x + 1)=

52. lim (csc x — cot x)

54.

58.

62.

. lim x

x—0

lim (
x—07F

X

tan”'x

I@F+ (tan 2x)*

X— 0%

lim x

Xx—=0G

&

X —*0

. lim (2

x—1

—X

bx
. lim (1 +5)
X

(In 2}/l + Inx)

_ x}tu(r:,ﬂ'ij




Respuestas

EJERCICIOS 2.7 =

L @SB IO e ) = FO)
x—3 x—*3 x—3
3.2 My=2+1 (o) 6
—1 / 5
0

5. y=-8x+12 7.y=3x+1
9. (a) 8a—6a® (b)) y=2x+3y=-8x+19

(c) 10
—a r

-3

[N

11. (a) Derecha: 0 <t << 1y 4 <t <6;izquierda: 2 < < 3;
en estado de quietud: | <t<=2y3 <t<4

(b) )
1 —
0 i ¥ t t ;—
(segundos)
13. —9.6 m/s

15. —2/a’ m/s; =2 m/s; —+ m/s; —F m/s
17. EJ{GL ﬂ! 3‘{4}! EJ{ZL 9"': _2]

19. (a) 26 (b} Mo (c) 5{

21. f(2) =312 =4

23. ,,

/




251 ¥ 2?1}'=3.t_]
(5,3

E

x_‘_zz

x=-3

29. (a) —1y=—3x+% (b

=

31. 6a—4 33 2 35, — ]

" a+ 3 V1 —2a

37. fix) =+vx.,a=9 39 flx) =x%a=2

EJERCICIOS3.3 =

1. f'{x) = x*cosx+ 2xsenx 3. f'(x) = e"(cos x — senx)

5. g'lt) = 3t*cost — t*sent
7. h'(6) = —csc B cotd + e”(cot ® — csc?)

. 2 —tanx + xsec’x ) 1
%Y =T~y N 76 =T se
13, v — {t* + ficost + sent

- 1+

15. f'(8) = 1sen26 + Hcos 26
2. y=x+1 23, y=x—7w—1
25. (a) y=2x (b} 3=

27. (a) secx tanx — 1
29, 0 cosd + send; 2 cos @ — O =end




EJERCICIOS 3.4 m
e

Jx

1. 4 cos 4x 3, —20a1 — x*F 5.
7. F'{x) = 24x"5x* + 2P (52 + 1)
5
g-i ! = 114. ! = - z
13. ¥ = xe (2 — 3x) 15. f'(f}) = e™(bcos bt + ase

17. flx)=2x =3 + x + D*(28x* — 12x = T)
19. A'(f) = 3t + 173202 — 12208 + 18t — 1)

1
2.y = ————1  23.y = (sec’d) e™"
N y=eche g
oy 48w = 1) o (In10)10%°
oy 2t = 1P(r* + 3r +5)
29, H'(r) = 2r 71
31. F'{1) = "™ (2¢ cos 2t + sen 21)
4E‘.I‘J:
33. G'(x) = —C(ln4d) 2
35. ¥' = 2 cos(tan 2x) sec’(2x)
37. ¥' = —2 cos# cotlsen ) csc’(send)

39, f'(t) = —sec’(sec(cos 1)) sec(cos ) tan(cos 1) sen ¢
4. f'(t) = sec*(e')e’ + e sech
43. ¢'(x) = 2r*p(lna) 2ra™ + n)*'a™
—ar cos(tan #x) sec?{wx) seny/sen(tan 7x)
2/ =enitan mx)

47. y' = —3 cos 30 sen(sen 36);
v" = —0 cos*(36) cos(sen 38) + 9(sen 38) sen(sen 36)
49, v — —secttan f
= 241 —sect’

sec ({3 sec’ — dsect —sect+ 2)

4(1 — sec 1P

5. y=(In2)x + 1 5. yv=—x+m

45, y' =




EJERCICIOS 3.5 =

T.(a) ¥ =—(v+ 2+ 62)/x
b) y=1(4/x) — 2 — 3. v' = —(4/x?) —

.0 Y =—Jy/Jx ) y=(1- J_ oy =1-1Jx

— 2
5- }1" = 2} o ?i J’i = _lxilxz + J;I }
y—x H2x? + 3y)
0. v/ — xlx + 2y) R —2xy* — seny
BRI T P R Y T 2%y ¥ xcosy
L l-sa+y ¥y — e
13. y' = = 15. yv' = CR—T
BWx+y — 1 ¥ — xe
17. v — 1+ x'y* + 9% + 2ty — 2y
- ¥ .I2 _ -zxy _ -215},!-
. ycos(xy) + sen{x + y) 1%
9.y = x cos(xy) + sen(x + ¥) 2. -5
—2x'y + ¥ — 6xy’

23X = 4xy? — 3ty + 29

27.y=3x—-% 29.y=x+} 3Ly=-gZx+3

25. y= %x

33 (a) y=3x—3 (b) 5

AT
-2
; cos’y cos X + sen’x seny 5
. =1/ {4y 37. 39, 1/e
cos'y
41. (a) Ocho; x == 0.42, 1.58
() y=-x+Ly=35x+2 (© 1543
43 (£33, =3) 45, (xex/a®) — (yay/b?) =
1 1
9.y =—— 5L ) = ———
Y 2%(1 + 1) 4 —xt—x
3
53. F'(x) = 6—1+ sec (2% 55. k'(t) =0
o —
‘g2 — ki
57. ¥ =sen'x 59, ¥ = a? — bt
a+ bcosx

X arcsemn x

o1 — x?

61. 1 —




EJERCICIOS 3.6 m
1. La férmula de derivacidn es la mds simple.

vy Cos(lnx) o 1
3 fllx)=—— 5. f'{x) —SIW

on —senx \ _L_
?'fl:x}_{l+cusx}]n]0 B'E{I}_x 2

2 i
1. F'it) = Int (Lni‘cusr+ S:D )

, 23 — 1 ‘ 1
13.5{1}—m 15‘F[S:I_.5‘|.I1.5'

1
17. T'iz) = 2?| ——
(z) (zl.ni'. +]nz)

—x ) a
19.y'=]+x 21.}"=S&C[]D[ﬂ1’+b]]m+b
23. y' = (2 + lnx)/(2vx): ¥ = —Inx/(4xx)

25, ¥ =tanx; y" = sec’x

o 2x=1—=(x—1Dlnlx—1)
27 SO = T - DF
(L1+ e Uil + e =)

29. 1) =H{—m,m U2%) 312

3. y=3x -9 35. cosx + Ifx 37. 7

10 + 24x°
2xx+1 x*-3

. [x—1 1
Y TN I N —2 T R

43, ¥ = x*(1 + Inx)

39, ¥ = (2x + 1)°(x* — 31"(

senx
45, v' = x‘““( + cnsx]nx)
x

47. y' = (cos x)*(—x tan x + In cos x)

o In tan x
49, y = ”'( ==L )
Y = (n) xtanx xt

EJERCICIOS 4.2 =

1. 1.5

3. (a) gescontinuaen [0, 8] y derivable en (0, 8).
(b 2.2.64 c) 3.7.55

5. 1 7.1

9. fnoes derivable en (—1, 1) 11. 1

13, —tin[H1-e9)] 15 1
17. f no es continua en 3 25. 16 27. No 33. No




EJERCICIOS 4.4 =

1. (a) Indeterminada (b O () O

{d) ==, —e=, 0 no existe {g) Indeterminada
3. (a) —= (b)) Indeterminada (c) ==

57 7.1 9.6 1. -%

13. —= 15,2 1.5 19.0 21 —=
233 25,3 27.F 2001 31|
33. 1/ln3 350 37.0  39.afb

M. lala—1) 43.3 453 47.0 49. -2n

51.+ 53.1 55, = 57.1 @ 59.¢7
61. I/e  63. 1 65.e* 67.¢° 69, ¢




