Definiciones intuitivas de relaciones y funciones
RELACIONES

Las frases

v'Juan es esposo de Maria.

¥ Cain es hermano de Abel _ Llevan implicito lo que cominmente se entiende por relacién
v'"Maracaibo es mas grande que Mérida

v'Cinco es menor que ocho

Expresiones del tipo

Es esposo de
Es hermano de Una relacion sugiere una correspondencia o una asociacion

Es mas grande que entre los elementos de dos conjuntos
Es menor que

FUNCIONES

En la vida diaria, de manera implicita nos refreimos a funciones al hablar de

»La cantidad de impuesto que pagamos el 31 de marzo de cada afio es funcidn de nuestros ingresos;
»EIl numero de textos de matematicas que se necesitan para el curso, es una funcion del numero de
estudiantes;

»EIl numero de diputados de cada estado es funcion de su poblacién

Intuitivamente una funcion sugiere un cierto tipo de correspondencia.

Hay una correspondencia entre numeros



Relaciones y Funciones

Definicion de Relacion:

Sean X y Y dos conjuntos no vacios de nameros reales, “se denomina relacion al conjunto de pares
ordenados que se generan de asociar elementos del conjunto X con elementos del conjunto Y”. El
conjunto X se llama conjunto de partida o dominio de la relacion y el conjunto Y se denomina conjunto
de llegada o rango de la relacion.

Definicién de Funcion:

Sean X y Y dos conjuntos no vacios de numeros reales “una funcion de X hacia Y es una regla o una
correspondencia que asocia a cada elemento de x de X con un Unico un elemento de y de Y.

Todas las funciones son relaciones; sin embargo, no todas las relaciones son funciones

Ejemplo 1
{11),(2,2),(37),(35)} Esunarelacion con dominio {1,2,3} recorrido {1,2,7,5}
151
No es una funcion porque (3,7) y(3,5) tienen igual el primer elemento 2+ 15
31 177
5\’\ 5

Ejemplo 2
102).34).(4,4)}  Esunarelacion, que es una funcién con dominio {134} recorrido {24}

1 —~2
3—/——>4
4—F——=4

Hay dos pares que tienen el segundo elemento igual; esto no contradice la
definicion de funcion.



Por lo tanto, si tan solo dos pares ordenados diferentes tienen el mismo primer elemento, la relacion ya
no es funcion. Con otras palabras, si un elemento del dominio aparece con mas de un elemento del
recorrido, la relacion no es una funcion

Geométricamente, esto quiere decir que si la grafica de una relacion tiene mas de un punto con la
misma abscisa, la relacion no es una funcion.

Consideremos las graficas de las relaciones en las figuras 1la y 1b. {(X, y){ y=+25- X }

A y =+/25—x°

Representa una funcion, puesto que la grafica no tiene dos puntos diferentes
(_ X’O) (x,O) con la misma abscisa

X =4/25-Yy"

(%)
No es una funcion, ya que hay dos puntos diferentes con la misma
> abscisa X

(x-y)

(0-y

Fig. 2




f(x)=2x+3

Conjunto X

Conjunto Y
-1
1
3
5
7
9

11

Desarrollo

f(-2) =2(-2)+3=-4+3=-1

f(-1) =2(-1)+3=-2+3= 1

f(0)
(1)
f(2)
f(3)

f(4)

=2(0) +3= 0+3= 3
=2(1) +3= 2+3= 5
=2(2) +3= 4+3= 7
=2(3) +3= 6+3= 9

=2(4) +3= 8+3=11



Grafica de funciones basicas

DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION

Dada una funcién y=f(x. Se llama dominio de f al conjunto de valores que toma la variable
independiente x, se indica como pom f. EI dominio esta formado por los valores de x para los
que existe la funcion, es decir, para los que hay un (x). El recorrido es el conjunto de
valores que puede tomar la variable dependiente y , esto es el conjunto de las imagenes se
representa cCOmMo ima f

El dominio de la funcién, se define entonces
Dom(f)={xe X/ f(x)esté definida |

-, ____ W I
. [ N ™.,
— N, '
Dominio > i Rango

; ’
g v

El conjunto de todas las imagenes de los elementos del dominio se llama rango de la funcion y se define

rang(f)={yeY/y="f(x),xeX }




En las aplicaciones, es frecuente que una grafica muestre con mayor claridad la relacion que existe
entre las variables de una funcion. Las ecuaciones y tablas que corresponden a una funcion, por lo
general, requieren algunos célculos e interpretaciones, antes de poder ver con claridad todo tipo de
informacion contenidas en ellas.

Cuando la regla que define una funcién f esta dada mediante una ecuacion que relaciona las variables x
e y, la gréafica de f, es la grafica de la ecuacion, es decir, el conjunto de puntos (x, y) del plano
cartesiano que satisfacen la ecuacion. Mas precisamente,

Definicion: Sea f:X<=R—=>Y <R yna funcion real de variable real. La
grafica de f es el conjunto de puntos, (x,y) e R*, tales que la pareja
ordenada (x,y) cumplen que f(x)=y la grafica de la funcion se define:




Crecimiento y decrecimiento de las funciones

Una funcion T se dice que es (estrictamente) creciente en u? igérvalo | , si para cualquier par de nimeros
a Yy b delintervalo 1,talesque a<b , setiene | (a)< f (b (fig. 1).

Una funcion f es (estrictamente ) decreciente en un intervalo |, si para cualquier par de nimeros g yb ,
del intervalo 1,con a<b , setiene f(a)> f(b)




Funcién constante  f(x)=b b Es un nlmero real

Una funcion constante es una funcion lineal especial con . Su dominio es el conjunto de todos los
nameros reales; su rango es el conjunto que consiste de solo un namero . Su grafica corresponde a
una recta paralela al eje x cuyo intercepto es

y__

N
v

Funcion identidad f(x) =x

La funcidn identidad es también una funcion lineal. Su dominio y su rango son el conjunto de todos
los nameros reales. Su grafica es una linea cuya pendiente es (1) y cuyo intercepto cony es 0. La linea
consiste en todos los puntos para los cuales la coordenada es igual a la coordenada , su gréafica
corresponde a una recta que pasa por el origen formando un angulo de 45° con el semieje positivo X.

y




Funcion lineal f(X)=mx+b m y b sonndmeros reales

El dominio de la funcion lineal consiste en todos los nimeros reales. La grafica de esta funcion consiste
en una linea recta con pendiente e intercepto b con el eje y. Una funcién lineal es creciente si

decreciente si y constante si .
y




Simetria. Funciones pares y funciones impares

El conocimiento de la simetria permite a menudo simplificar la construccion de la grafica
de las funciones

Simetria

Una grafica es simeétrica al eje y si, para cualquier (x, y) de la grafica (- x, y) también es de la grafica

La grafica de una funcion f es simétrica al origen si, cualquiera que sea el punto (x, y)de la graficade f ,
el punto (- x,—y) también esta sobre la grafica f

Paridad

Una funcién f que tenga la propiedad de que f(—x)= f(x) paratodo x en el dominio de f,se llama
funcion par

Una funcion fque tenga la propiedad de que f(—x)=—f(x) paratodo x en el dominio de f ,se llama
funcion impar

Funciones ni pares ni impares

Asimétricas



. . 1
Potencias radicaless (x) = x»

La funcidn radical esta definida como una funcién potencia con exponente racional, asi, f(x) =x" donde

es M un numero de la forma M= q

con g=0 ,surepresentacion grafica es:

f(X)=W n par f(X)=W N impar
y y




valor absoluto

X, sl x>0
—-X, 8l x<0

f(x):\x\z{

El dominio de la funcion valor absoluto es el conjunto de todos los nimeros reales; su rango es el
conjunto de los niumeros reales no negativos. La funcion valor absoluto es una funcién por partes,
y su gréafica esta formada por porciones de las rectas perpendiculares definidas .

Como [x|=]-X ,sesigueque f(x)=f(-x) ;estoes T esuna funcién pary su grafica es
simétrica respecto al eje y.




Funcion parte entera

f () = [x]

La funcion parte entera o funcion escaldn tiene dominio real y rango entero, asi f:R—2z , se representa,
, f()=[x]=n  donde n es un nimero entero; y se define el "mayor entero que no superaa x , La
expresion se lee parte enteraden<x<n+1 .

La expresion [x] se lee parte entera de x.

Ejemplo
[2]l-2 |V3[]-1 [-27)]=-2 [-41=-

La grafica de la funcion parte entera esta constituida por una serie de segmentos unitarios faltandole a
cada uno su extremo derecho.

_ —
1 —_—
—— D
i i i i i i
3 y ) " 1 i 3 X
— i




Funciones cuadraticas

Una funcion cuadratica es una funcion polinémica de grado 2. Por lo tanto, y= f(x) s una funcion cuadratica

, la forma general de f viene dada por f(x)-ax?+bx+c €ndonde abyc son numeros reales, azo . Una
Funcion cuadratica puede ser también considerada en forma de conjunto como {(x, y) |y = ax? +bx+c,a = 0,a,b,c € R

Ecuaciones de segundo grado.

Una ecuacion que pueda expresarse de la forma ax® +bx+c, en donde a,byc son nimeros reales, a = 0,
Se denomina ecuacion de segundo grado en x .

El conjunto solucion o simplemente la solucién de una ecuacion de segundo grado, es el conjunto de todas
las raices posibles.

Resolucion por el método del factor

Si ab=0, entonesa=06 b=0

Resolucion por el método de completar cuadrados

Para completar el cuadrado en exprezsiones cuadraticas como ax” +bx se suma el cuadrado de la mitad de b
que es el coeficiente de x , asi (bj . entonces tenemos :

2




Funciones cuadraticas

Teorema (formula cuadréatica).

Si ax? +bx+c; a,byc, nimeros realesa = Q entonces

—b++/b? —4ac

X =
2a
Son las raices de la ecuacion .
a=0
Demostracién
bx C
ax’ +bx+c=0 ax’+bx=—c X +—=- 2y 2X__ ¢
a a
a
2 2
x2+b—+(£j __t (ﬂj (XJFET_ b? +—c_b2—4ac
a \2a a \2a 2a 43’ a 432
2
w4 P |_ [T -dac Ly D b —4ac b b? —4ac
2 _— = -
2a da 24 432 2a 4a*
De donde obtenemos
2
b |b®-4ac wo_p _ [b7—4ac _ —b++/b*-4ac




Teorema

, . . b b .
La funcién cuadratica y = ax® + bx+c =0 tiene un punto extremo en (—5, f(— Z_an .Si a>0,

El punto extremo es un punto minimo y la parabola se abre hacia arriba. Si @ <0, el punto extremo es un
Punto maximo y la palabra se abre hacia abajo.

Demostracion: Sacandoa como factor de los dos términos enx |, la ecuaciéry = ax® +bx+c=0 tomala
forma

yza(x2 +£xj+c
2a

Completando ahora el cuadrado de la expresion

, b
X +—X
2a
obtenemos
b b? b? b b?
=al X* +—X+ +C— =al X+— |+C—
y ( 2a  4a° 4a* y ( 2aj 4a°

2 2
Si a>0,entonces y=a x+2£j >0, yaque y:(XJFEJ > (, de aqui que
a 2a

y = a(x+£j JFC—EN:—E 1
2a 4a  4da (1)



2
Entonces Y es siempre mayor o igual que ¢ _b_
4a

2

y<C——

Analogamente, si 3 <0
4a

(2)

2

. . b
Entonces Y es siempre mayor o igual que C—4—
a

si a>0.

Si

a<0

Z

Por otra parte, si se sustituye X =—

4a
b? b 2
y=a — +b(——j+c=c——
4da 2a 4da
2
a>0 f _Ej: _
2a 4da

arriba tal como muestra la figura 1, y su recorrido es

oz Zno 2
en la funcién cuadrética dada Y =ax” +bx+c

. e tiene

que coincide con los miembros de (1) y (2). En consecuencia, si

es el valor minimo de Y ; la grafica de f una parabola abierta hacia

i

_b
2a

T

b

. f_
Sia<0, ( 23

se indica en la figura 2, y su recorrido (— oo, f (

b

2a

) es el Maximo valor de Y ; la graficaf | una parabola abierta hacia abajo tal como

i




A2
'\ y=ax"+bx+c y=ax’ +bx+c

a<0

i

Figura 1. Pardbola a >0 Figura 2. Parabola a < 0

b
23 a>0




El 1“C decae de forma exponencial, es decir, la tasa de decaimiento disminuye de forma
proporcional al nimero de atomos restante.

La ecuacion diferencial tiene la forma;:

dN

— = _/N
dt

.donde:

No = niimero de atomos de 4C en el momento t =0 , 0 sea el momento inicial en el que se
empieza a contar el nimero de desintegraciones,

N = ndmero de atomos restante después de que haya transcurrido un tiempo ,

A = constante de desintegracion radiactiva, la probabilidad de desintegracion por unidad de
tiempo.



Funciones exponenciales f(x)=b"

Si p es un numero real positivoy b=1. El dominio de f es el conjunto de todos los nimeros reales. Se
excluye la base b —1porque esta funcion es simplemente la funcion constante f(x)=1: =1 Se necesita también
excluir bases negativas, pues de otra manera se tendria que excluir muchos valores de del dominio, tales
como X=%, X:Z’ etc.

f(x)=b" b>1 f(x)=b* 0<b<1
y Dom(f)=R y

rgo( f) =(0,4o0)

rgo(f)=R" ~—,

Propiedades de los exponenciales
a) (br)s =br's b) bo 1 C) brbs :br+s

Dpr_ L 0P _pes o ab=(ab)
b b°




Carga y descarga de un condensador

Interruptor
' abierto
+II -
i =0 g =10
a R b Cl c
Descarga

1y Ly
= e " i =—ige

La carga en el capacitor disminuye
en forma exponencial a medida
que el capacitor se

descarga.




Funciones logaritmicas f(x)=log, x

La funcion f ‘1(x) = log, x funcion logaritmica de base b , es la funcion inversa de la funcion exponencial
f(x): b* ,endondeb %=1

f (x) =log, x

f(x)=log,x O<b<l

y Dom(f)=R"*

/ rgo(f)=R
4 X

3=1log,8 esequivalentea 8=2°

x =109, 64 es equivalente a 64 = 3"

Propiedades de los Logaritmos

Si N yM son positivos b>0y b=1 entonces

_ M
log, M.N =log, M +log, N log, Wzlogb M —log, N log, (M) =k log, M



PH de una solucion

El pH es una medida de acidez o alcalinidad de una disolucién. El pH indica la concentracion
de iones hidronio [H;O]*presentes en determinadas disoluciones.

PH = —log,,|H " |

Dependiendo del pH del suelo, la hortensia (Hydrangea) puede poseer flores rosas o azules.
En suelos acidos (pH < 7) las flores son azules; en suelos basicos (pH > 7) son rosas.



http://es.wikipedia.org/wiki/Hydrangea�
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Funciones definidas por intervalos o tramos (por partes).

[ f,(X), si x e Dom,

F(x) = f,(x), si -Xe Dom,

La funcion por partes esta definida por varias funciones en su dominio, donde su dominio viene dado por
Domf = Dom, u Dom, U ---

Sea la siguiente funcion

-Xx+1 si -1<x<1
f(x)42 si x=2

X2 si x>1

a) Encontrar £(0) f(1) f(2) b) Determinar dominiodef c) Graficar f d) Determinar el rango

a) Encontrar f(0) f(1) f(2)
f(x)=—x+1 = f(0)=—(0)+1=1
f(x)=2 = f(1)=2
fx)=x* = f(2)=2°=4




b) Determinar dominio de f

{x |x2—1}, 0 [-1)

c) Graficar f

Para graficar t , se grafica cada tramo

y=x’

— (2,4)

y=-x+1

d) Determinar el rango

De la grafica se puede observar que el rango de f es

{y |y>0}, 0 [0,0)



Funcion biyectiva

Una funcion f biunivoca si, y solo si, para cada valor del rango corresponde exactamente un valor del
dominio.

PRUEBA DE LA RECTA HORIZONTAL PARA FUNCIONES BIUNIVOCAS

Una funcién f es biunivoca si, y solo si, las rectas horizontales que pasan por los valores del rango
interceptan la grafica exactamente en un punto

/ " " ; X %s \i

f no es biunivoca f es biunivoca

Teorema
Si es una funcion biyectiva, entonces su funcion inversa existe y también es biyectiva.



Funcion inyectiva

Una funcionf es inyectiva si a cada elemento x de X, le corresponde un solo valor y de Y, es decir, en el
conjunto A no puede haber dos o0 mas elemento que contengan la misma imagen

=0 m g



y Composicion de Funciones.
Funcion compuesta

La funcion compuestade f y g, escrita go f , es la funcidn definida por (g f x)=g[f(x)] . El dominio de
go f €selsubconjunto del dominio de f que contiene aquellos valores para los cuales go f esta definida.

X s £(x) ——> g[f(X]

gof J

Sean f(x)=2x? y g(x)= 4x+1_

(g0 f)x)
x > gx) > glgi] (gog)x) =  glg(x)] .
— g(ax+1) Dominio todos los reales
‘— 9 °§14T = 4(%1x+1)+1
= 16x+5
(Fegkx)
X B gl X (foglx) = flg(x)
‘ o f[gT( ) ok =t
L feg = 2(4x+1)
= 32x° +16x62
R b a6 - S
= 2x2
gofJ = 4(gZx2)+1
= 8x’+1




Funcion inversa

Se f y 9 dos funciones tales que (g f Jx)=x , para cada elemento x del dominiode f y (fog)x)=x , para
cada elemento x del dominio de g , entonces ¢ Yy g se dice que son invertibles, y cada una de ellas se
llama inversa de la otra . Se usa en la notacion

g= o f=g*
Ejemplo: Considere f(X)=x+5 y g(x)=x-5
(9o f)x) = g[f(x)] (fog)x) = flg(x)]
= g(x+5) = f(x-5)
= (x+5)-5 = (x-5)+5

Esquematicamente
f g
X > f(x) X > g(x)
\ / \ f /
g

De la composicion de las funciones f y 9 resulta la funcion identidad, esto es(f o g)x)=(g e f )(x)=x




Operaciones entre funciones: adicion, sustraccion, multiplicacién, division y composicion

Sean fy g dosfuncionesque D, y D, representan los dominios de f y 9 respectivamente; entonces

Definimos las funciones f+g, f-g, f-gy % , llamadas respectivamente suma, diferencia, producto y
cociente, como sigue

f+g = {xy)[y=f()+9(x) y xeD; N D}

f-g = {xy)|y="1(x)-g(x)y xeD, nD,}

fg = {xy)|y=f(x)gKx)y xeD, nD,]
f(x)

Donde g(x);t 0 indica que T solamente tiene significado si excluimos xe D, que haga

g(x)=0 <
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